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Theorie der doppelten Strahlenbrechung, 
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von 



F. E. Neumann 
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[Poggendorff'% Annalen der Physik u. Chemie XXV, p. 4 1 8 — 454, 

Leipzig 1832.] 



§ 1- 

Fresnel hat in seiner Theorie der Diffraction des Lichtes 

(Memoires de VAcademie^ An. 1821 et 1822) auf dem Wege 

des Experiments bewiesen, dass die Bewegung, welche ein 

Theilchen eines Mediums, in welchem vibrirende Bewegungen 

stattfinden, zur Zeit t erhält, die Resultante aller derjenigen 

Bewegungen ist, welche nach diesem Theilchen geschickt 

werden von jedem zur Zeit t — a bewegten Theilchen des 

Mediums. Es ist dies das Princip von Huygens^] — wodurch 

dieser zuerst die Refraction und Reflexion des Lichtes in der 

f^ Undulationstheorie erklärte, — oder richtiger, wenn man will, 

das Princip der Ooexistenz kleiner Bewegungen, angewandt 

r auf die Wellenbewegung in einem elastischen Medium. In der 

"^ Theorie der Diffraction hat Fresnel zugleich gelehrt, die Resul- 

^ taute aller der Bewegungen zu finden, die nach einem Theil- 

"^ chen eines elastischen Mediums von einer beliebigen Anzahl 

und auf eine beliebige Weise gelegenen [419] Erschtttterungs- 

punkten gleicher Bchwingungsdauer , d. h. von Theilchen, 

welche nach dem Gesetz der Pendelbewegungen um ihre 

Gleichgewichtslage mit gleicher Schwingungsdauer oscilliren, 

gesandt werden; diese Untersuchung bildet den wesentlichsten 

Inhalt der Theorie der Interferenz. 
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4 F. E. Neumann. 

Fresnel hat ferner bewiesen , oder ans dem von ihm Be- 
wiesenen folgt unmittelbar folgendes Theorem: 

Wenn die verschiedenen Erschütterungspunkte, von wel- 
chen aus die vibrirenden Bewegungen in dem Medium sich 
fortpflanzen, auf einer stetigen Fläche liegen, so ist diejenige 
Fläche, auf welcher die gleichzeitig, bewegten Theilchen des 
Mediums liegen (d. L die Wellenflächej, die Enveloppe 
aller derjenigen Flächen, auf welchen die zu derselben Zeit 
bewegten Theilchen liegen würden, wenn jeder der Erschütte- 
rungspunkte nur einzeln vorhanden gewesen wäre, d. h. die 
resultirende Wellenfläche ist die Enveloppe der 
Wellenflächen jedes einzelnen Erschütterungs- 
punktes. Dieses Theorem setzt eine gleiche Schwingungs- 
dauer für alle Erschütterangspunkte voraus, es gilt aber, sei 
es, dass die gegebenen Erschütterungspunkte ihre Schwingungen 
gleichzeitig anfangen, oder dass der Anfang der Schwingung 
in jedem Erschütterungspunkte irgend ein stetiges Gesetz der 
Zeit befolgt; im letzteren Fall kann man statt der gegebenen 
Fläche, worauf die nicht in derselben Phase befindlichen 
Erschütterungspunkte liegen, immer eine andere construiren, 
worauf man sie sich als im Zustande der gleichzeitig anfangen- 
den Schwingung liegend denken kann. 

Mittelst dieses Theorems ist die allgemeine Untersuchung 
über die Wellenbewegung in einem elastischen Medium zurück- 
geführt auf die Untersuchung des sehr einfachen Falls der 
Wellenbewegung, die von einem Erschütterungspunkte aus in 
dem Medium erregt wird. Die allgemeine Theorie der Re- 
fraction und Reflexion des Lichtes, welche in Beziehung auf die 
Richtung des gebrochenen [420] und reflectirten Strahls allein 
von der Lage der Wellenfläche in jedem der beiden an einander 
grenzenden Medien abhängt, ist mittelst dieses Theorems 
reducirt auf die Untersuchung der Wellenfläche von 
einem Erschfitterungspunkte aus in jedem der beiden 
Medien. 

Die Wellenfläche, hervorgebracht von einem Erschütterungs- 
punkte, soll, dem Gebrauch gemäss, schlechthin die Wellen- 
fläche heissen. Die Wellenfläche in nicht krystallinischen 
homogenen Medien ist eine Eugelfläche, d. h. jeder Impuls, 
der dem Medium von dem Erschütterungspunkte mitgetheilt 
wird, pflanzt sich nach allen Richtungen mit gleicher Ge- 
schwindigkeit fort; diese Fortpflanzangsgeschwindigkeit ist in 
den Erystallmedien nach den verschiedenen Richtungen ver- 
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schieden — und daher kann die Wellenfläche hier nicht mehr 
eine Engelfläche sein. 

Diese Form der Wellenfäche ist es, zufolge des Gesagten, 
welche aus den Gleichungen der Mechanik für die vibrirenden 
Bewegungen in elastisehen krystallinisohen Medien gesucht 
werden muss, wenn das Problem der Refraction und Reflexion 
des Lichtes gelöst werden soll. Aber das Problem der Re- 
fraction und Reflexion, auf diese sehr einfache Frage nach der 
Gestalt der Wellenfläche reducirt, bietet fdr die Analysis noch 
grosse Schwierigkeit, Veil die Beantwortung dieser Frage von 
Differential-Gleichungen mit vier unabhängigen Veränderlichen 
abhängt. 

Eine sehr scharfsinnige geometrische Bemerkung von 
Fresnel in seiner Theorie der doppelten Strahlenbrechung ver- 
mindert indess diese Schwierigkeit auf das Aeusserste; dieser 
zufolge braucht man nur die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
zu kennen von ebenen unbegrenzten Wellenflächen in den 
verschiedenen Lagen, um daraus mittelst der Theorie der 
Enveloppen die Gestalt der Wellenfläche herzuleiten. Wenn 
alle Theile, welche auf einer unbegrenzten , Ebene liegen, 
gleichzeitig ihre Schwingungen anfangen und beenden, in der- 
selben Richtung [421] und mit derselben Geschwindigkeit 
diese ausführen, so ist die Bewegung, ihrer Richtung und 
Intensität nach, welche irgend ein Theilchen des unbegrenzten 
Mediums erhält, offenbar nur eine Function der Entfernung 
dieses Theilchens von der Ebene, auf welcher die Erschütte- 
rungspunkte liegen, und von der Zeit, oder, um dasselbe an- 
ders auszudrücken, die von den auf der Ebene liegenden Er- 
schütterungspunkten resultirende Wellenfläche ist wiederum 
eine Ebene. Diese Ebene ist aber eine Enveloppe aller der 
Wellenflächen, die von jedem der auf der gegebenen Ebene 
liegenden Erschütterungspunkte aus sich gebildet haben würden, 
wenn er allein vorhanden gewesen wäre — sie ist also die 
Tangentialebene aller dieser Wellenflächen. — Dieser Satz 
ist wahr, welches auch die Lage der Ebene der Erschütte- 
rungspunkte im Medium sei. Denkt man sich diese Ebene 
um denselben Punkt A in beliebige Lagen gedreht — die 
jedesmal resultirende Wellenfläche sämmtlicher Erschüttemngs- 
punkte ist nothwendig immer die Tangentialebene an der 
Wellenfläche des Erschütterungspunktes A, der allen diesen 
Erschütterungsebenen gemeinschaftlich ist. Es hat keine 
Schwierigkeiten, aus den bekannten Lagen der Tangentialebenen 
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einer Fläche diese selbst zu finden. Das Problem der Wellen- 
fläche um einen Erschütterungspnnkt redncirt sich also auf 
das Problem der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten von ebenen 
unbegrenzten Wellenflächen, die eine beliebige Lage haben. 
Dies ist die einfachste Frage für die analytische Behandlung 
der Gleichungen, welche die Theorie der vibrirenden Bewe- 
gungen in einem elastischen Medium enthalten, weil in diesem 
Falle die Differential-Gleichungen, von welchen die Beantwortung 
der Frage abhängt, nur zwei unabhängige Veränderliche ent- 
halten. 

§ 2. 

Feste Körper unterscheiden sich von flüssigen und gas- 
förmigen Medien in Hinsicht der inneren Beweglichkeit [422] 
und Verschiebbarkeit ihrer Theilchen erst dann, wenn die 
Bewegung oder Verschiebung ihrer Theilchen so gross ist, 
dass eine neue Gleichgewichtslage eintritt; so lange die Ver- 
schiebungen kleiner sind als die Sphäre des stabilen Gleichge- 
wichts, fällt der Unterschied zwischen festen, flüssigen und gas- 
förmigen weg. Für diese Arten von Bewegungen gelten also 
dieselben Gleichungen, welches auch der Cohäsionszustand des 
Mediums ist. Es ist mehr als wahrscheinlich, dass zu dieser 
Art innerer Bewegungen diejenigen gerechnet werden müssen, 
worin, nach der Undulationstheorie, das Licht besteht. Für 
die Lichtundulation ist demnach ein Unterschied der Gohäsions- 
zustände nicht vorhanden, wie dies z. B. für die Schall- 
schwingungen der Fall ist, sondern es gelten für jene Undu- 
lationen nur die Gleichungen, welche sich auf die innere 
vibrirende Bewegung eines festen Mediums beziehen, da die- 
jenigen für vibrirende Bewegungen in flüssigen Medien, die 
hydrodynamischen Gleichungen, wesentlich die Verrückung der 
vibrirenden Theilchen grösser als die Sphäre des stabilen 
Gleichgewichts voraussetzen. (Cf. Fresnel, Ann, d, Ch, T. 
XVIL) 

Navier [Mem. de VAcad,, Ann, 1824) hat zuerst die 
Gleichungen für die kleinen Bewegungen in festen elastischen 
Medien aufgestellt; zum Grunde liegt diesen Gleichungen die 
Voraussetzung, dass die durch irgend eine Verrückung der 
Theile des Mediums hervorgerufenen elastischen Kräfte, durch 
welche das verrückte Theilchen in seine Gleichgewichtslage 
zurückgezogen wird, resultiren von den anziehenden und ab- 
stossenden Kräften der umgebenden Theilchen. Die Wirkung 
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jedes dieser umgebenden Theilchen auf das verrückte ist pro- 
portional der Grösse, um welche sich ihre Entfernung ver- 
ändert hat, und proportional einer Function ihrer Entfernung 
selbst, von der Beschaffenheit, dass sie gleich Null wird, wenn 
diese Entfernung einen irgend merklichen Werth erhält; wenn 
f(Q) eine solche Function der Entfernung q zweier Theilchen 
[423] vorstellt, ^q die Veränderung dieser Entfernung, so ist 
z/^/(^] die Wirkung, welche diese zwei Theilchen aufeinander 
ausüben. Diese Voraussetzung, worauf die Gleichungen von 
Navier beruhen, gilt nur bei unkrystallinischen Medien; bei 
krystallinischen Medien muss man noch eine neue Hypothese 
hin/.ufügen, nämlich, dass die gegenseitige Wirkung zweier 
Theilchen zugleich eine Function ist der Winkel, die die 
Richtung der Entfernung mit gewissen in der krystallinischen 
Structur gegebenen Linien bildet. Es sei F diese Func- 
tion, so ist also die gegenseitige Wirkung zweier Theilchen 
F.f{q]Jq. 

Alle krystallinische Structur, ausgenommen diejenige der 
hemiedrischen Gestalten, ist von der Art, dass das Medium 
durch drei auf einander senkrechte Ebenen in jedem Punkte 
in acht gleiche und in Beziehung auf jede der Ebenen sym- 
metrisch gelegene Theile getheilt wird. F ist eine Function 
der Winkel, welche die Richtung der Entfernung der beiden 
Theilchen, welche auf einander wirken, mit den Durchscbnitten 
der drei senkrechten Ebenen bildet; diese Winkel seien a, i, c. 
Die Function F muss der Art sein, dass ihr Werth unge- 
ändert bleibt, wenn diese Winkel sich in ISO"" di a, 180*^ ±6, 
180° ib c verwandeln, sie muss also eine Function der geraden 
Potenzen der Sinus oder Cosinus dieser Winkel sein. Dies 
ist Alles, was man in Beziehung auf diese Function aus dem 
allgemeinen Begriff der krystallinischen Structur ableiten kann. 
Wie sich diese Function für die einzelnen Erystallabtheilungen 
specificirt, wird weiter unten bemerkt werden. 

Mit Hülfe dieser neuen Hypothese für krystallinische 
Medien erhält man auf demselben Wege, auf welchem Navie?- 
die Gleichungen für nicht krystallinische Medien erhalten hat, 
die folgenden Gleichungen, worin die Theorie der vibrirendeu 
Bewegungen in krystallinischen Medien enthalten ist 2). 

Es seien die Ooordinaten-Axen parallel den Durchschnitten 
[424] der drei erwähnten senkrechten Ebenen in jedem Krystall- 
Medium; es seien 2:, y, z die Coordinaten irgend eines Theil- 
ohens des Mediums in seinem natürlichen, ruhigen Zustand; 
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X + Uy y -{- Vy z -\- w seien seine Coordinaten in dem ver- 
rückten Zustand, wo Uj v, w, welehe die Verrücknng parallel 
den Coordinaten- Axen darstellen, Functionen von x^ y, z sind. 
Es bedeutet t die Zeit und £ die Dichtigkeit des Mediums, 
alsdann gilt für jeden Punkt im Inneren^ wenn keine be- 
schleunigenden Kräfte auf ihn wirken: 

oi^ ox^ oy2 02:2 



bxby bzbz ' 



_, ö*» h^v h'^v h'^v 



+ 2a/-^ + 2^, '''' 



(I) 



bxby byhz 



oxoz oyoz 

Wenn das Medium, in welchem die Bewegungen stattfinden, 
ein begrenztes ist, so giebt es noch Gleichungen, welchen die 
Functionen u, t?, w an der Grenze des Mediums genügen 
müssen — die ich unterlasse anzugeben, da sie nicht gebraucht 
werden zu dem vorgesetzten Zweck, nämlich die Gesetze der 
Fortpflanzung der vibrirenden Bewegung in einem unbegrenzten 
Medium aufzufinden. 

Die sechs Grössen A, A,^ A,,, Bj (7, X), sind Constante 
und von der Natur des Mediums abhängig» Wie diese durch 
Compression der krystallinischen Substanz in verschiedenen 
Richtungen und die dadurch entstehenden Veränderungen in den 
Neigungen der Structur-Ebenen (Blätterdurchgänge etc.), oder 
künstlich geschnittenen Ebenen [425] können bestimmt werden ^), 
soll in einem andern Aufsatz gezeigt werden'*'). — Hier ist 



*) Es ist nicht meine Meinung, dass die auf diese Weise ge- 
fundenen numerischen Werthe dieser Constanten, welche zusammen- 
fallen mit denjenigen, welche sich aus den Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten der Schallwellen ableiten lassen, identisch sind 
mit denjenigen, welche aus den Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
der Lichtwellen abgeleitet werden — wohl aber ist meine Meinung, 
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es aber nöthig, die theoretische Bedeutang dieser Constanten 
näher anzugeben, um darans ihre relativen Werthe fttr die 
einzelnen Abtheilungen der krystallinisohen Substanzen herzu- 
leiten« Es bedeute dm das Differential der Oberfläche einer 
Kugel, die um einen Punkt des Mediums mit dem Halbmesser 1 
beschrieben ist; a, b, c seien die Winkel, die irgend ein 
Radius dieser Kugel mit den drei Coordinaten-Axea bildet, 
F habe die oben angegebene Bedeutung; dann ist: 

A = p/dmF cos^a cos.'^c , B = p/dmF co^^c ^ 

A, = p/dmFcoB'^b Gos'^c , C =p/dmF(ios^b y (II) 

A„ = pfdmF cos'^a cos^i , D = pfdmF cos*a , 

wo p eine von der Natur des Mediums unabhängige, allein 
von der Natur der oben erwähnten Function f[q) abhängige 
Grösse ist. Die Integration ist in Beziehung auf die ganze 
Kugelfläche auszuführen. 

Aus diesen Werthen der Constanten ergiebt sich: 

1) Für nicht krystallinische Medien, wo F constant ist, 
wenn -:^pF7t = L gesetzt wird: 

A = A,=:A„=\B = \C = ^D = L, 

und die Gleichungen [I] reduciren sich auf die iVat^e^r'schen 
Gleichungen. 

2) Für krystallinische Substanzen vom regulären System ist 
F dieselbe Function von 0, als von b und von c\ daher: 

A^ A, = A„ und B = C= D. 

[426] 3) Für die Abtheilung der viergliedrigen Systeme 
ist F dieselbe Function von a und b\ daher: 

^ = ^, und (7 = 2> . 

4) In den krystallinischen Medien, deren Krystallformen 
zur Abtheilung der sechsgliedrigen Systeme gehören, sind es 
drei in einer Ebene liegende, sich unter 60^ schneidende 
Linien, und eine vierte, gegen diese senkrechte Linie, auf 
welche die Symmetrie der Strnctur sich bezieht. F ist hier 
also näher bestimmt als eine gleiche Function der Winkel, welche 



dass zwischen den Werthen dieser Constanten, die auf diesen 
zweierlei Wegen erhalten werden, ein Zusammenhang stattfindet, 
wie er in den Erscheinungen der comprimirten unkrystallinischen 
durchsichtigen Substanzen angedeutet ist. 
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eine beliebige Richtung mit den drei in einer Ebene liegenden 
Axen: of, a,, a„ bildet. Unser rechtwinkliges Goordinaten- 
System denken wir uns so gelegt, dass z und x zusammen- 
fallen mit y (d. i. die vierte, auf jenen drei senkrecht stehende 
Dimension) und a, so dass y also den Winkel zwischen a, 
und a„ halbirt; die Winkel, welche irgend eine Richtung mit 
den Axen a, «,, a„ bildet, seien a, a,, a„, und mit y oder 
z bilde sie den Winkel c. Die beiden Winkel a und e sind 
dieselben, welche in den Ausdrücken (II) der Constanten vor- 
kommen; der dort gebrauchte Winkel b aber muss durch a 
und ö, bestimmt werden; es ist^): 

YS cos b = cos a, + cos a„ , 

cos a„ — cos a, -\- cos a = , 
und daher 

„, 2cos'^a„ + 2cos2a, — cos^a 

cos-^ = • 

3 

Da nun F eine gleiche Function von a, a, und a„ ist, so 
erhält man, wenn in (II) statt cos^ b sein Werth gesetzt wird : 

woraus ersichtlich wird, dass in der Fortpflanzung der vibri- 
renden Bewegungen in krystallinischen Substanzen von den 
sechsgliedrigen und viergliedrigen Systemen kein Unterschied 
stattfindet. 

Die nähere Beschaffenheit der Function F in den hemi- 
edrischen Gestalten, namentlich in den merkwürdigen hemi- 
edrischen Gestalten des Quarzes, soll an einem [427] anderen 
Orte untersucht werden; ich bemerke hier nur, dass für Medien 
solcher hemiedrischen Gestalten gar nicht mehr die Glei- 
chungen (I) anwendbar sind, weil in Beziehung auf diese 
Medien die diesen Gleichungen zum Grund gelegte Supposition^ 
nämlich die der symmetrischen Theilbarkeit des Mediums durch 
drei auf einander senkrechte Ebenen, nicht mehr gilt. 

§ 3. 

Die Gleichungen (I) enthalten die Theorie der Wellen- 
bewegung in einem unbegrenzten Medium; die Aufgabe der 
'Integration besteht in diesem Fall darin, drei Functionen 
«, r, tc von :r, y, z^.t zu finden, welche dem System der 
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Gleichungen (I) genügen und von der Art sind, dass für einen 
bestimmten Zeitmoment , z. B. für ^==0; sowohl u, v^ w 
gleich sind den gegebenen Functionen U, V^ TV, als auch 

-^— , ^— , -r— gleich sind den gegebenen Functionen U,j F), TV,] 
dt Ol ot 

es bedeuten U, F, W und U,y V,, W, die anfänglichen 
gegebenen Verrückungen und Geschwindigkeiten in den Rich- 
tungen der drei Coordinaten-Axen. — Die Functionen, welche 
diese drei Bedingungen erfüllen , enthalten die vollständige 
Lösung des vorliegenden Problems. 

Die anfänglichen Verrückungen und Geschwindigkeiten 
seien von der Art, dass alle Theilchen, welche auf einer be- 
stimmten gegebenen Ebene liegen, eine gleiche anfangliche 
Verrückung und Geschwindigkeit haben, und dass diese für 
alle andere Theilchen im anfänglichen Zustand nur eine Func- 
tion der Entfernung von der gegebenen Ebene seien — als- 
dann ist für sich klar, dass auch für jeden folgenden Zeit- 
moment die Verrückungen und Geschwindigkeiten nur eine 
Function der Zeit und der Entfernung von der gegebenen 
Ebene sein können, d. h. dass w, v, w nur Functionen von 
^ und t sein können, wenn t die Zeit und q die Entfernung 
irgend eines Punktes von dieser Ebene bedeuten. 

[428] Wir legen den Anfangspunkt der Coordinaten in die 
gegebene Ebene, nennen, wie gesagt, q die Entfernung eines 
Punktes von ihr, nennen a, /?, y die Cosinus der drei 
Winkel, welche q mit den Coordinatenaxen ar, y, z bildet, so 
dass «2 »|_ ^2 _|_ y2 =^ 1 Uß^ Q := ccx -{- ßy •■}- yz ist 5) ; es 
ist alsdann: 

ö^^ö'^^«' 0^ = 0^2/^' ^;:'i==^^2y etc. etc. 
Dadurch verwandeln sich die Gleichungen (I) in folgende: 

i?^,=2A«/^p + 'A«'^+C'p(^+^,,'^)^^^+-2A.y/^^'; , (III) 
£^'"'='>^«---+'> 4 .^-^-'"4- ^«•^+^ Y2+Ävr ^i!^ . 



12 



F. E. Neumann. 



Das Integral dieser Gleichungen lässt sich unter endlicher 
Form erhalten. Man setze: 

u == M(p [q — mt) y 

V = Ng) (q — mt) , ' - 

w = P(p (q — mt) , 

wo cp eine willkürliche Function von (q — mt) bedeutet. 
Werden diese Werthe von u, v, w in (III) gesetzt, so erhält 
man als Bedingungsgleichungen, denen m, My Ny P: genfigen 
müssen : 

£Mm^ = (2) «2 _|_ ^^^ß2 ^ ^ y 2) 3/^ 2A„ aßN+ lAayP, 
ENm^ = 2 A„aßM+ [A„a^+Cß'^+A,y^)N+ 2A,ßyPy (IV) 
EPm^ = 2AayM+ 2A,ßyN+ {Aa'^-\-A,ß'^+By^)P. 

[429] Durch Elimination von M^NjP aus diesen Gleichungen 
erhält man zur Bestimmung von m folgende Gleichung: 

[Da^ + A„ß^ + Ay^ — Em^) . 

[Aa^ + ^/?2 4. ßy2 _ jEm'^) 

— 4 (Da^ + A„ß'^ + ^y2 _ Em'^) ^,2^2y2 \ = o. (V) 

— 4 (A«2+ C'/!^^ + A,y^— Em'^] A^a^y^ 

— 4 (^«2 4. ^4^ ^2 _|_ 5^2 _ J5;^2) ^,2«2^2 

+ \^AA,A„a^ß'^y'^ 

Aus der Gleichung (V) ersieht man, dass m2 von einer 
cubischen Gleichung abhängt, also drei Werthe hat ; dass folg- 
lich m sechs Werthe hat, von denen die eine Hälfte von der 
anderen sich nur durch das Vorzeichen unterscheidet: es seien 
diese Wurzeln von (V): =fc /w,, ± m„ y ± m„,^). Aus (IV) 
bestimmen sich iVund P durch M und m2, so dass N=vM 
und P = wM wird , wo v und to abhängen von m2. Man 
erhält also für N und P dreierlei Werthe, entsprechend den 
dreierlei Werthen von w2; der Werth von M bleibt willkür- 
lich. Wir haben also: 



wo V,y 10, y V„y . 



V, M, y P, =CÜ, M, y 

v„ M„ y P„ = co„ M„ y 

V„,M,„y P,„ = (0„,M,„y 

. entsprechen den w,2^ m,,'^ und m„,^. 



(VI) 
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Die willkürliche Fanction <p kann für jedes m eine andere 
sein, so dass wir iür u^ v^ w sehr verschiedene particnläre 
Werthe erhalten, welche den Gleichungen (UI) genügen, 
nämlich 7): 

u^=M,q),[q—ni,t)^ v==v,M,q),(Q — m,t), to=:co,M,(p, {Q—m,t), 
u=M,\p,{q+m,t)^ v=v,M,xlJ,(Q-{-m,t), w=io,M,xfj,{Q+m,t)y 
u=M„<p„[q^-^J), v=v„M„fp„(Q—m„t\ w=io„MnCp„[Q — m„t), 



wo q>,^ q>„^ q>,„^ ipi^, tp„, xp,„ sechs verschiedene willkürliche 
Functionen bedeuten. Die Summe dieser particulären [430] 
Werthe von u , von v und von w wird das vollständige Inte- 
gral der Gleichung (IIIj sein. Setzen wir: 

cp, (q — m,t) + \p, [q + rti, t)=^ S,, 

q)„ {q — m„ t) + ip„ (q + m„ t) = S„ , (VII) 

q>„,{Q — m„,t) + xlJ,„[Q + m„,t) = S„, , 

so haben wir also als vollständiges Integral von (lU) : 

u = M,S, + M„S„+ M,„S,„, . 

w = (x),M,S, + (x)„M„S„ + (x),„M,„S„, . 

Dies ist in der That das vollständige Integral, denn es 
genügt den Gleichungen (lUj und enthält sechs willkürliche 
Functionen, welche so bestimmt werden können, dass dadurch 
der Anfangszustand dargestellt werden kann, d. h. dass für 

dt ot 

—-= TV, wird. 
ht 

Bezeichnen wir mit [S,] den Werth von S, für ^ ^= , 

d. h. setzen wir: 

(S,) = y, [Q] + ip. [q] , (Villa.) 

und bedeuten (S„), (S,„) dasselbe für S„ und S„,', bezeichnen 

— -^j den Werth von — -' für ^ = 0, oder^ 



was dasselbe ist, da 
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itt 



m ^''-If- 


m,t] 


"■ >f 




ili.ie + '■ 


nt) 






fix) 



dieselbe Bedentnog in Be- 
ziehung auf jp„, (p„ und ip„,, fp,„, so erhalten wir znr Be- 
HtimmuDg von [S.], . . . und (~rTli ■ ■ ■ folgende Qleichangen : 

[431] U = M.{S.] -+■ M,{S„] + M,..{S..,), 

V = v.M,{S,) + v„M„{S„) + v,„M.„{S,.,), (X) 

W = M.M.{S.) + (o„M„[S„) + ui„.M.,.{S.„) . 

-■- --m^ *(\!i+ *■('#). 



l«/ 



) + iii„M,. 



rts.\ 



^] bestimmt man die drei Unbekannten M,[S,), 
;,(^„,) durcli (7, K, »r, y,, . . ., w., . . . nnd ans 

,.i unbekannten 3f,(^),Ä(^'),*,(^) 

^, , W, , v, , . . . , w, , . . . , indem man diese Glei- 
Dm ersten Orade auflöst. Nun hat man nach 

d (IX): 

1 /a.T.t a^.(g) ay,fe) 

1er letzteren: 



^/(^f)^? = *«-?>.(?)• 
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Man hat also: 

wodurch die willkürlichen Functionen xp, und cp, vollständig 

-^1 bestimmt sind; auf dieselbe Weise sind 

-^\ und [&\„), 



m 



bestimmt. Wenn in den gefundenen Functionen q),^tl),^. ^. 



statt Q respective gesetzt wird [482] [q — m, t) und 
((> + m,^), . . ., diese dann in (VII) in den Werth von S,^ . . . 
snbstituirt, diese so bestimmten Werthe von aS',, ... in (VIII) 
gesetzt werden, so hat man die vollständige Lösung des vor- 
gelegten Problems. 



§ 4. 

Der anfängliche Zustand des Mediums sei von der Art, 
dass nur diejenigen Theilchen, welche auf der Ebene, deren 
Normale mit den Coordinaten-Axen Winkel bildet, deren 
Cosinus ccj ßj y sind, und die durch den Anfangspunkt 
der Coordinaten geht, eine Yerrückung erlitten haben und 
eine Geschwindigkeit besitzen. Alsdann sind U, Vj W gleich 
Null für alle Werthe .von q , ausgenommen für g = ; es 

-^j , . . . und deshalb auch 

<jp,(^), . . ., iP,[q)^ ... für alle Werthe von ^, ausgenommen 
für ß = , verschwinden; daher können q),[q — m,t)j ... 
^,[q '\' in,t)y ... nur Werthe haben , wenn die unter dem 
Functions-Zeicben stehende Grössen = sind. Also qp, [q — m, t) 
hat nur einen Werth, wenn q — m,t = ^ ^ ipf[q + tft,t] nur 
einen Werth, wenn ^ -f- m, ^ = , u. s. w. 

Zu irgend einer Zeit werden also die in dem Medium ur- 
sprünglich erregten, in der gegebenen Ebene liegenden Ver- 
rückungen und Geschwindigkeiten der Theilchen sich auf 
sechs von einander verschiedenen Ebenen befinden, die parallel. 
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mit der ursprünglichen Ebene sind, und deren Entfernungen 
von ihr sind: 

Q = dz m, t , 

Q= ±m„t, 

Q = ±: m„,t. 

Man sieht also, wie die ursprünglichen, in einer Ebene 
gelegenen Verrücknngen und Impulse in dem Medium sechs 
Wellenebenen erregen, von denen drei sich vorwärts und drei 
sich rückwärts bewegen ; die drei auf derselben Seite liegenden 
Wellenebenen schreiten fort mit den gleichförmigen Geschwindig- 
keiten m,, m„, m„,, — Die [483] Verrückungen in (VIII) 
Uy Vj w zerfallen demnach für die drei auf der positiven 
Seite fortschreitenden Wellenebenen in: 



(XII) 



Erste Wellenebene. Zweite Welleneb^ne. 

u = M^cp,[Q — m,t] y u = M„q>n{Q — fn„t) , 

V == V, M,q),{Q — m,t) , v = v„M„(p„[Q — m„t) , 

w == (ü,M,q),{Q — m,t) , w = (o„M„€p„{g — m,,t) . 

Dritte Wellenebene. 
u = M,„(p„,[q — m,„t) , 
V = v,nM,„cp„f[Q — rn„,t] , 
w = (a,„M,„(p„,[q — m,„t] . 

Die Richtung der Verrückungen in der ersten Wellenebene 
bildet mit den drei Coordinaten-Axen x^ y^ z Winkel, deren 
Cosinus: 



1 



V, 



CO, 



-« ) 



yi_|-^^2_{.t^^2' V 1 4_ ^^2 _|- c^/2 1/14.^;2+C0,2 



(XUI) 



Die Cosinus der Verrückungen in der zweiten Wellen- 
ebene und in der dritten erhält man durch Vertauschung von 
V, mit Vf, und v,t, und von o, mit o}„ und o),,,. 

Es bleibt noch die Discussion der cubischen Gleichung (V), 
durch welche die dreierlei Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
m,y m,„ m„, bestimmt werden, und die nähere Untersuchung 
der Grössen v,, n,, v,,,, o),, o)„, co„,. 
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§ 5. 
In dem dreiaxigen EUipsoid, dessen Gleichung: 

Ax^ + By^+ Cz^ + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz= 1 (a) 

ist, sollen die drei Hanptaxen ihrer Lage und Grösse nach 
bestimmt werden. Verwandelt man die rechtwinkligen Goor- 
dinaten in Polar-Coordinaten, nennt den Biadiusvector i2, die 
Cosinus der Winkel, welche derselbe mit den drei rechtwinkligen 
Coordinaten-Axen bildet: p, q, r^ so dass also x = JRp, 
y = Äy, z = Rr und j»2 _|_ ^2 ^ ^2 = \ jgt^ so verwan- 
delt sich die Gleichung des Ellipsoids in folgende: 

[434] Ap"^ + Bq'^ + C7r2 + 2Dpq+2Epr+ 2Fqr=-^ • (b) 

Den drei Hauptaxen entsprechen die grössten und kleinsten 
Werthe von -^, man hat also: 

Ap + Dq + Er + [Ep + i^^ + C7r) ^ = , 
Dp + Bq + Fr + [Ep + i^(^ + Cr) ^ = , 

p+ ^ ö^ = "' 

q+ ^ r- = ^• 

Aus diesen Gleichungen zieht man durch Elimination von 

^r _ br 
r— und r— : 

cp ÖJ ' 

(Ap + Dq + Er)r — [Ep + Fq + Cr)p = , 
[Dp J^ Bq-^ Fr)r — {Ep + J^^ + Cr)q = . ^^^ 

Die Gleichung (b) lässt sich in folgende Form bringen: 

{Ap -\- Dq+ Er)p + [Dp + Bq + Fr] q 

+ (Ep+yq+Cr]r == -^ • ^^^ 

Ostwald's Klassiker. 76. 2 
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Durch die Combioation von (c) nnd (d] erhält man: 



Dp + Bq-\-Fr = 
Ep + Fq+ Cr = 



±_ 



1_ 

Vergleicht man die Oleichnngen (e) mit dem Syutem von 
■ N P 

Gleichungen flV), wodurch m^, -rrr , -^r bestimmt wird, so 

' ' ' M' M ' 

sieht man ihre vollkommene Aehnlichkeit und [435] schliesst 
daran», dass 

i/n: i/rr: i/n: 

nichts anderes sind, als die drei Hanptaxen eines EUipsoida, 
und dass 

M. N, 

P, 

yMT+Nj~+p?' 



Vv.^ + at.i + l Vv.^+M.'^ + i Vv,^ + M,^ + l 
die Cosinus der Winkel sind, welche die Hanptaxen jenes 
Ellipsoids mit den drei Coordinaten-Äxen bilden. 
Die Gleichung jenes Ellipsoids findet man: 
'"-' '■ A„ß^ + Ay^)x^ ] 

xy + iAayxz -\- \A,ßyyz ) 
> zu dem merkwürdigen Theorem gekommen, 
iner Ebene gelegenen nrsprflnglichen 
in einem kryatalliuisohen Medium 



= 1 . (XIV) 



, wenn 
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immer dreierlei mit verschiedener Geschwindigkeit 
gleichförmig fortschreitende Wellenebenen erregen, 
in welchen, welches anch die Richtnng der ursprüng- 
lichen Yerrückungen war, im Allgemeinen die Be- 
wegungen in drei auf einander senkrechten Rich- 
tungen stattfinden, nämlich parallel den drei Axen 
des EUipsoids (XIV) »j. 

Wegen der Rechtwinkligkeit der drei Richtungen, die 
durch v,y io,\ r,„ to„; und v,„^ w,,, bestimmt werden, ist 

1 + n^... + (^,0}„f = 0, 

und daher erhält man aus (X): 

[486](1 + K^ + o},^) M,{S,) =U+v,V+w,W, 
(1 + r„2 + a>,2) M„[S,;) = U+ v,V+ CO, W, 
(1 + i/,,2 + tj„p)M„.[S„;) = U+ v,„V+(o,„W, 

— ^j, • • 

^> ^> . ^ vertauscht werden mit CT), V,j W,» Es sind also 
Vi +1/^2+^ M. (S,) , Vi +v„^ + <o,^M, (S,) , ... die 
Componenten der ursprünglichen Yerrückungen nach den drei 
Axen des EUipsoids (XIV), parallel welchen Axen alle Ver- 
rückungen in den erregten Wellenebenen stattfinden, und 

-— ' j , • . . die Componenten der ursprüng- 
lichen Geschwindigkeiten nach denselben Axen. 

Wenn das Medium, in welchem die vibrirende Bewegung 
erregt ist, ein unkrystallinisches wäre, wo also A = A, = A„ 
= ^B = \C = ^D ist, so verwandelt sich das Ellipsoid 

(XIV») in x'^ + y'^ + z^ + 2 [az + ßy + yzY = \' 

Dies ist die Gleichung eines EUipsoids, dessen eine Haupt- 
axe zusammenfällt mit der Normale der Wellenebenen, dessen 
beide andere Axen unter sich gleich sind und parallel der 

i/~r 

Wellenebene liegen. Die Grösse der einen Axe ist y — j, 

die der beiden gleichen Axen ist ^ — 

2* 
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Hieraus schliesst man, dass in einer der erregten Wellen 
die Bewegung senkrecht auf der Wellenfläche stattfindet, und 

1/3^ 
dass deren Fortpflanznngsgeschwindigkeit y -=- ist; in den 

beiden anderen Wellenebenen sind die Yerrückungen der Theii- 
chen parallel mit der Wellenebene. Beide haben dieselbe 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit, [437] nämlich y — , bilden 

also nur eine Welle. Die Richtung der beiden gleichen Axen 
in der Wellenebene bleibt unbestimmt, woraus man schliesst, 
dass die Bewegung in dieser Welle als in zwei beliebigen 
rechtwinkligen, in der Wellenebene liegenden Richtungen ge- 
schehend betrachtet werden kann. Dieses Resultat: dass in 
unkrystallinischen Medien von der Natur fester Körper, ausser 
einem Wellensystem, dessen Schwingungen senkrecht auf der 
Wellenebene geschehen, noch ein zweites, wo die Theilchen 
parallel mit der Wellenebene schwingen, erregt werden, ist 
zuerst von Poisson aus den Gleichungen der Mechanik ab- 
geleitet. (Mem. de TAcademiey T. X,) ^^) 

Wenn die Erregungsebene, d. i. die anfängliche Wellen- 
ebene, parallel' einer der Coordinatenebenen ist, d. i. senk- 
recht auf einer der Krystallaxen steht, so fallen die Axen 
des Ellipsoids (XIV) zusammen mit den drei rechtwinkligen 
Krystallaxen. Es sei: 

1) •:die Welle senkrecht auf 2;, alsdann ist a = 0, /? = 0, 
}^ = 1, und die Gleichung des Ellipsoids wird: 

. Ax^ + A,y'^ + Bz^ = 1, 

Die drei Axen dieses Ellipsoids sind y -r j f ~T j V n y 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der dreierlei erregten Wellen- 
ebenen also y-p-j y —, y -^j und die Richtung der Be- 
wegung in diesen drei Wellenebenen geschieht respective 
parallel den drei Axen x, y, z, 

2) Die Wellen seien senkrecht auf y, d. h. a = 0, y = 0, 
ß =: 1] die Gleichung des Ellipsoids wird : 
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Die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der Wellen, deren Be- 
wegungen parallel den Axen x^ y, z^ sind respective: 

i«»i V^> y?. Vi- 

3) Die Wellenebene steht senkrecht auf x^ d. h. ß = 0, 
y = 0, of = 1, so wird die Gleichung 

und die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der Wellen, in welchen 
die Theile sich parallel x, y, z bewegen, sind respective: 



Vergleicht man dieses Resultat mit dem Verhalten der 
Wellensysteme in doppeltbrechenden zweiaxigen Krystallen, 
so sieht man leicht, dass man einen polarisirten StrahU^) nur 
denjenigen zu nennen braucht, in welchem die Schwingungen 
in einer durch den Strahl gelegten Ebene senkrecht auf dem 
Strahl stattfinden, und die Polarisationsebene diese durch den 
Strahl gelegte Ebene — um zwischen den beiden Strahlen, 
in welche der Elrystall den einfallenden theilt, oder vielmehr 
zwischen den beiden ihnen entsprechenden Wellenebenen und 
denjenigen der eben gefundenen, in welchen die Schwingungen 
in der Wellenebehe ausgeführt werden, die vollkommenste 
Gleichheit zu finden; was die dritte der gefundenen Wellen- 
ebenen betrifft, in welcher die Schwingungen senkrecht auf 
der Wellenebene stattfinden, so kennen wir nichts, was ihr in 
der Lichtundulation entspricht. In der That, behält man die 
Bezeichnung der drei Krystallaxen mit x, y, z bei, so weiss 
man, dass der in der Richtung von z sich bewegende Strahl 
zerfällt in zwei Strahlen, die polarisirt sind parallel mit x 
und y, und deren Fortpflanzungsgeschwindigkeit respective 
seien a und a,; der parallel mit y sich bewegende Strahl 
zerfällt in zwei nach x und z polarisirte Strahlen mit den 
respectiven Fortpflanzungsgeschwindigkeiten a„, a,, und end- 
lich der mit x parallel sich bewegende Strahl zerfallt in zwei 
nach y und z polarisirte Strahlen mit den Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten [489] a„ und a^^). Man braucht nur die 

Buchstaben a, a,, a„ mit y -ßr 7 Y ~j^ j V 'W ^^ ^®^" 
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tansohen^ um in diesem experimentalen Resultat nur den Aus- 
druck des eben gefundenen theoretischen Resultats zu haben. 
Nennt man bei einem optisch zweiaxigen Erystall die 
Ebene, welche durch zwei der krystallinischen Axen (oder 
durch zwei Elasticitätsaxen , nach Fresnel) gelegt ist, einen 
Hauptschnitt, so weiss man, dass, so lange die beiden zu- 
sammengehörigen Strahlen ^^) sich in demselben Hauptschnitt be- 
finden, der eine Strahl, welches auch seine Richtung sei in 
diesem Hauptschnitt, immer dieselbe Geschwindigkeit hat. 
Dieser Strahl ist so polarisirt, dass seine Polarisationsebene 
zusammenfällt mit dem Hauptschnitt; der andere Strahl ist 
senkrecht auf dem Hauptschnitt polarisirt, und seine Ge- 
schwindigkeit kann dargestellt werden durch die gegen ihn 
senkrecht stehenden, in 1 dividirten Radiivectoren einer Ellipse, 
die in diesem Hauptschnitt so construirt ist, dass ihre Haupt- 
axen der Richtung nach zusammenfallen mit den Axen des 
Krystalles, und ihre Längen respective ausdrücken diejenigen 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten, welche der Strahl hat, wenn 
er sich senkrecht gegen diese Axen des Krystalls bewegt. 
Wir wollen untersuchen, ob mit diesem empirischen Gesetz 
die aufgestellte Theorie gleichfalls in Uebereinstimmung sich 
findet. Setzen wir a = 0, um diejenigen Wellenebenen zu 
untersuchen, die senkrecht gegen den Hauptschnitt durch z 
und y gehen, so verwandelt die Gleichung (V) sich in das 
Product zweier Factoren und zerfällt also: 

1) A^ß"^ + Ay^ — JSm^ = , 
2)(Cß^+A,y'^—Em'^){A,ß'^ + By'^—Em'^) — AA,^y^ß^ = 0. 

Die Gleichung 1) entspricht einer nach x polarisirten Welle i*), 
und ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist der in 1 dividirte 
Radiusvector einer Ellipse, die ganz auf dieselbe [440] Weise 
construirt ist, wie bei dem nach x polarisirten Lichtstrahl. 

Die Gleichung 2) muss für eine zweite nach dem Haupt- 
schnitt polarisirte Welle eine constante Geschwindigkeit geben, 
wenn die Analogie dieser Wellen mit den beiden Lichtstrahlen 
vollständig sein soll. 

Untersucht man die Bedingungen, unter welchen die Glei- 
chung 2) sich in ein Product von der Form 

verwandelt 1^), so findet man: 
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V — ^ V ~~" B 

[B — u4,) (C - ^,) = 4 J[,2 , (XV) 

woraus man sieht, dass die Constanten B^ (7, A, eine Be- 
dingungsgleichang (XV) erfüllen müssen, wenn sich 2) in 
zwei Factoren der angenommenen Form zerlegen lassen soll. 
Alsdann hat man aber: 

3) A, — Enfl =>= , 

4) (7/?2 + J5;/2 _ Enfi = . 

Unter der Voraussetzung, dass die Bedingung (XV) er- 
füllt ist, erhält also in der That die nach dem Hauptschnitt 
polarisirte Welle eine constante Geschwindigkeit, welches auch 
ihre Neigung gegen z oder y sei. Die Analogie mit dem 
Verhalten der beiden Lichtstrahlen in dem Hauptschnitt yz 
ist also vollständig, und ebenso vollständig ist sie in den 
anderen beiden Hauptschnitten, wenn man zu der Bedingungs- 
gleichung (XV) noch die analogen hinzufügt: 

[B-A)[D-A) ='^A^, 

(C — A) [B — A) = 4 A\ . ^^' > 

§ 6- 

Es soll jetzt gezeigt werden, dass für das durch die 
cubische Gleichung (V) gegebene Gesetz der Geschwindigkeiten 
einer Wellenebene, die eine beliebige Lage gegen die Axen 
des krystallinischen Mediums besitzt, die FresneFsclie Con- 
struction an seiner Elasticitätsfläche [441] eine erste An- 
näherung ist. Diese Construction drückt jenes in (V) ent- 
haltene Gesetz genau aus, bis auf die ersten Potenzen der 
Excentricitäten der Ellipsen, welche wir im vorhergehenden 
Paragraphen für das Gesetz der Geschwindigkeiten in den Wellen, 
welche auf einem Hauptschnitt senkrecht stehen, gefunden 
haben. Dieße Excentricitäten sind bei allen optisch unter- 
suchten Erystallen nur kleine Grössen. Diese Congruenz des 
in (V) enthaltenen Gesetzes mit der JFresneF&chen Construction 
findet nur unter den Bedingungen, welche durch (XV) und 
(XVI) ausgedrückt sind, statt i^). 

Was diese Bedingungsgleichungen betrifft, so mag man 
darüber noch folgende Reflexionen sich gefallen lassen. Der 
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Widerstand, womit die krystallinischen Substanzen der Zn- 
sammendrückung oder Verschiebung in sich widerstehen, ist 
im Allgemeinen sehr viel grösser als der Unterschied in diesem 
Widerstand nach den verschiedenen Richtungen; man kann sich 
deshalb die Function F in (II) als bestehend aus einem constanten 
Gliede ®^') und einem von cos^a, cos^J, cos^c abhängigen F, 
vorstellen, wo F, sehr viel kleiner als ® ist. Es sei also 
JP = ® + -F'/ , alsdann verwandeln sich die Gleichungen (II) 
wenn p^i^jt = L gesetzt wird, in: 

A =L+p/dmF,GO^'^acoB'^Cj B=ZL'{-pf dm F, cos* c^ 
A,=^L +pfdmF, cos^ J cos^c , (7= ZL +pfdmF, cos^i^ 
u4„= L -{-pfdtnF, cos^a cos^i, Z>= ZL -^pfdmF, cos^ö^ 

wo die Werthe der Integrale kleine Grössen gegen L sind. 
Denken wir uns nun F, entwickelt nach den Potenzen von 
cos^a, . . ., berücksichtigen nur die ersten Potenzen, so dass: 

jF, = tjt cos'^ö 4- n cos^i + p cos^c (A) 

ist, wo also tn, Tt, p kleine Grössen gegen L sind, so er- 
halten wir: 

A =i + ;i(m+in + rt, 5 = 3Z, + ^(m+tt + 5p), 
^, = i + ;i(-Jm+n+t)), C=3i + ^(m + 5n + p), (B) 
^„ = i + A(m+tt + iP), i> = 3i + ^(5m-l-n+P), 

wenn % = ^pTC gesetzt wird. 

[442] Die angenommene Form von F, kann, wie bemerkt^ 
als eine Annäherung angesehen werden an die wahren Werthe 
von F,\ F, würde genau diese Form haben, wenn wir statt 
eines krystallinischen Mediums uns ein Medium dächten, 
welches sich in dem Zustande linearer Verdichtungen und Ver- 
dünnungen befände, in welchem sich z. B. ein rechtwinkliges 
Glasparallelepipedon befindet, wenn dasselbe in drei auf einander 
rechtwinkligen Richtungen durch dreierlei auf seine Seiten- 
ebenen wirkende Druckkräfte comprimirt ist. 

Setzt man diese Werthe von -4, , . ., jB, . . . in die Be- 
dingungsgleichungen (XV) ' und (XVI) , so findet man diese 
erfüllt bis auf die Quadrate der Unterschiede von ut, Tl, p, 
d. h. erfüllt bis auf die Quadrate der Excentricitäten der 
Ellipsen, wodurch nach dem vorhergehenden Paragraphen die 
Geschwindigkeiten der auf einem Hauptschnitt senkrecht 
stehenden Wellenebenen dargestellt werden. 
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Setzt man in den Bedingnngsgleichnngen (XV) und (XVI)* 8); 

C — ^, = c , A — -4, = ^,, , 
B — A =h, A„ — A=J,, 
B — A = c?, A, — ^„ = z/ = — /l, — J„^ 

so verwandeln sich diese in: 

{J,+d)b = ^A^, (a) 

[J +c)d = ^A,^. 

Aus dem Product der Gleichungen (a), wenn die zweiten 
Potenzen von J^ z/, , J„ vernachlässigt werden, erhält man: 

hcd=^AA,A„, (b) 

oder: 

[C — A,] [B — A][D — A) = ^AA,A,„ (XVn) 

und anf eine ganz ähnliche Weise ergiebt sich: 

[B — A,) [D — A)[C— A„) = SAA,A,, . (XVIII) 

Mittelst der Gleichung (b) lassen sich die Gleichungen (a) 
bei Vernachlässigung der Glieder, die von z/^, . . . [443] ab- 
hängen, leicht auflösen, und substituirt man statt &, c, cf, J^, ... 
ihre Werthe, so findet man: 

jB 4- Z> ^ 
}B=A +A,—A„ und A =— Z_, 

iC=A, + A„ — A - A, = ^^^ (XIX) 

iZ) = J„+ A —A, - A„= ■^— • 



§ 7. 

Die Gleichung (V), welche das Gesetz der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten ebener, unbegrenzter Wellen darstellt, ist 
von der Form: 

/t« — M^i^ + Nfi^ — p == 0, 

wo ^2 — - jb;;7j2 gesetzt ist. Die Coefficienten J/, iV, P haben 
folgende Werthe: 
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1 = A+A.+J., + (D—A,]a' + (C—A)ß'+{B—A„)r\ 
i—tAA. + A, ö)o' + [A,A„+AC}p + (AA, + A„B]r' 
+ D{A + A, — A,)tc' + C{A, + A„ — A)ß' 

+ B{A + A, — A„) r* 
+ {DB — SA'ja'f' + lCD—3A.']a'p 

+ lCB — 3A,')ß'y', 
\- Cf + By') {AA,.a^ + A.A.ß' + AA.y^ 
-■!.A.'jiAr'+A,ß>)llfr'' 
-3A'][A,r^ + A.a'\<t'j' 
-3A,f][A.ß' + Aa^)a'ß' 
— 3(BA'+ CA'' + DA,'-] + \tAA,A,\(i''ß'y'. 

le verwandeln sich, mit Hfilfe der im vorher- 
ragraphen angenommenen Kelationen zwischen A, 
und B, C, D, in"l: 

h Oßt + By' + [A + A.,}<.' + {A, + A,)ß' 
+ l.A + A,]y', 

' + A,A,ß' + AA.y' , 

^ C^ + By^{[A + A.)a'+ [A, + A^]ß' 

+ {A + A]y'\, 

h Cß' + By')[AA„a' + A,A„ß' + AA,y') . 
en dieae Wertlie von M, N, P in die cubieclie 

/(« — M[L* + Nfi' — P ^ 

bemerkt man leiclit, daaa sie aicli in ein Pro- 
ITactoren verwandelt, so dasa sie in folgende zwei 
zerfHUt: 

,!> - (Bo' + Cß' + By') = (XX) 

A.)«' + I,A. + A,ip + {A + A]y']fi' „„, 

+ AA.a' + A,A,ßf + AA,y' = . ' ' 
chnng ISsat sich anoh in folgender Form schreiben: 

a' ß' V' 
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Diese Gleichung (XXU) lässt sich durch folgend« geome- 
trische Construction auflösen: Man construire eine Fläche, 
deren Radiusvector q so bestimmt ist, dass: . « 

^2 = A,a^ + -4*2 -f- A„c^ , (XXni) 

wo Uj bj c die Cosinus der Winkel sind, welche q mit den 
drei Axen des krystallinischen Mediums x, y^ z bildet;, man 
schneide diese Fläche mit einer durch den Mittelpunkt ge- 
legten Ebene, deren Normale mit denselben Axen Winkel 
bildet, deren Cosinus sind: a, /?, y\ der grösste und kleinste' 
Halbmesser dieses Schnittes stellt die Wurzeln d,er Gleichung 
(XXU) dar. Die Gleichung der schneidenden Ebene ist: 

{^ = ax + ßy -{' yz , (1) 

Es sei irgend ein Kadiusvector der Fläche x=pz^ 
y ^= qz, so dass in (XXIII) ist: 

^= - — — T 6= 



y\j^pi^qi' yi_|_p2+^2' yij^pi^gi 

Es liege dieser Radiusvector zugleich in der schneidenden 
Ebene, alsdann verwandeln sich die Gleichungen (XXIII) und 

(1) in: 

p2 (1 + ^2 ,+ j2) = A.p-^ + Aq-^ + A„,- (2) 

= ap -\.ßq +y. (3) 

[445] Es soll Q in Beziehung anf p oder q ein Maximum 
-oder Minimum sein^); man hat also: 

0=={Q^-A,)p+(Q^-A)q^, 

and durch Elimination von -r^: 

dp 

0=ß{Qi — A,)p — a{Q'i — A)q. (4) 

Aus (4) und (3) erhält man: 

„ ^ — "y(Q^ — ^) 

P „2 ^^2 — A) + ti^Qi — A,] ' 

-ßy{^i-A,) 



2 = 



«2 (^2 — A)+ßi (^2 _ ^,) ' 
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und werden diese Werthe in (2) gesetzt, so geht nach ge« 
höriger Reduction hervor: 

«2 ßi y2 



Diese Gleichung (5) congruirt mit der Gleichung (XXTT), 
wenn statt ^^ gesetzt wird ju^, wodurch also die Richtigkeit 
der geometrischen Construction erwiesen ist. Die Fläche 
(XXTTT) ist aber die FresneT^i^liQ Elasticitätsfläche^o), und die 
eben bewiesene Construction der Wurzeln der Gleichung (XXII) 
ist identisch mit derjenigen, welche Fresnel gegeben hat, um 
die Geschwindigkeiten der Fortpflanzung der beiden ebenen 
Lichtwellen in einer beliebigen Lage in einem doppeltbrechen- 
den zweiaxigen Medium zu finden. 

Es bleibt noch übrig zu untersuchen, welches die Rich- 
tungen sind, parallel welchen die Schwingungen der Theilchen 
in den beiden Wellen, deren Gesetz der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit durch (XXU), und in der Welle, deren Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit durch (XXj gegeben ist, ausgeführt 
werden. 

In der letzteren Welle (XX) geschehen die 
Schwingungen [446] sehr nahe senkrecht auf der 
Wellenebene, in den beiden andern schwingen die 
Theilchen sehr nahe parallel mit der Wellenebene, 
und zwar so, dass die Richtung ihrer Schwingung 
nahe senkrecht steht auf demjenigen Radiusvector 
des Durchschnitts der Wellenebene und der Fläche 
(XXIII), durch welchen ihre Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit nach der Construction des vorhergehenden 
Paragraphen gegeben ist. 

Behalten wir die Bezeichnung des vorigen Paragraphen 
bei, so bildet dieser Radiusvector mit den drei Axen der 
Coordinaten Winkel, deren Cosinus : 

P g ^ 

yp2 + j2 + 1 ' ypi^qi^ i' yp2^q2^i 

Die Normale der Wellenebene bildet mit denselben Axen 
Winkel, deren Cosinus: 

a, ßy y- 
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Eine Linie, die gegen jenen Radinsvector und gegen diese 
Normale senkrecht steht, bilde mit den drei Axen Winkel,, 
deren Cosinus X, Y, Z seien; alsdann hat man, um X, Y, Z 
zu bestimmen: 



oder : 



Xp + Yq + Z = , 
Xa + Yß + Zy = , 

X(a-yp} + {ß-yq)Y=0, 

X(aq-ßp) — {ß-yq)Z=0] 



werden hierin substituirt die Werthe für p und q des vorigen 
Paragraphen in Verbindung mit (5), nämlich: 

_ cc_ Q^ — A „ 
^~ y Q^- A] ' 



ß Q^-A„ 
^ y q'^— A' 



80 erhält man: 



X_ A, A ^ A„ — A 
a — — + Zy -^ — = . 

Q^ — A, Q^ — A„ 



(6) 



[447] Aus den Gleichungen (IV) zieht man durch Elimi- 
nation von P und durch Elimination von N zur Bestimmung 
von Mj -ZV, P folgende Gleichungen , wenn Em^ = fi^ ge- 
setzt wird: 

= [Aay{A„a'i+Cß^-\-A,y^ — fi'i)—2A,A„aß'^y]N (A) 
= [A„aß{Aa'^ + A,ßi + By^ — fi'^) — 2AA,aßy']p. 

Setzt man statt B, C, D ihre Werthe ans (XIX), und statt 
ju*: (a* + /S* + y^)/t*^, so erhält man aus der ersten dieser 
Gleichungen: 

lA,ßy{ai [A„ - (i^) + ß^ [A„ - (i^) +yHA- ju«)) 

+ (2 A„ — 3 A,) (A, -A)aißy]M 
^ [Aay(ai {A„ — ^u^) + ß^ [A„ - fi"^) + y^ [A, — (i^)) 

— (2 A,. — 3 A) [A. — A) aßiy] N. 
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Verbindet man diese Gleichung mit (XXII): 

+ (2A„ - 3A,)(A, — A) a^ßy\ M 

+ [2A„—ZA)[A — A,)aß-^y\N, 



voraus durch Bednction: 



A fj 1 , {2A„—iA ,]a\ ,^ 



oder: 

Aus der zweiten der Gleichungen (A) erhält man: [448] 

[A,ßY{a-^ [A - fi^) + ßi [A„ — ^2) +f[A — fi^)) 

+ (2^ — ZA,){A, — A„) aißy]M ■ 
= [A„aß(a^ (A — fi^) + ß^ [A, — fi^) +yHA- fi^)) 

— (2A— dA„] [A. — A„) aßf] P. 

Durch Verbindung mit (XXII) verwandelt diese sich in: 
[A.ßyiA-,'^nA„-^^[ ^^;l%-fi ^.) ) 

+ (2A — dA,){A, — A„)a^ßy'\M 

+ (2^ — 3 A„)(A„ — A.)aß y«! P , 
oder, gehörig reducirt, in: 
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M 



+ [^"7 ii^i + 2 y (^ - ^„)]P. (XXV) 

Vergleicht man die Gleichungen (XXIV) und (XXV), wo- 

N P 

durch -rj und -t— bestimmt sind, mit den Gleichungen (6), 

Y Z 

wodurch -^ und -^ bestimmt sind, und erinnert sich, dass 

^t2 = ^2^ 30 sieht man ein, dass der Unterschied der Grössen 

N P Y Z 

-zr^ und -3:^ von ^=7- und -—- nur sehr klein ist, nämlich 

M M X X 

proportional dem Unterschiede der Grössen -4, A,^ A„\ dass 
also sehr nahe die durch Jf , iV, P bestimmte Richtung der 
Schwingung zusammenfällt mit der durch X, Y, Z bestimmten 
Richtung, d. i. sehr nahe senkrecht steht auf der Normale 
der Wellenebene und demjenigen Radiusvector des Durch- 
schnitts der Wellenebene mit der Fläche (XXIII), wodurch 
ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit angegeben ist^i). 

Nach § 5 geschehen die Bewegungen in den dreierlei Wellen- 
ebenen immer in drei auf einander senkrechten [449] Rich- 
tungen, und deshalb und zufolge des eben Bewiesenen müssen 
die Bewegungen der Wellenebene, deren Gesetz der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten durch (XX) gegeben ist, sehr 
nahe seukrecht auf der Wellenebene stattfinden. 



§ 9. 

Auf diese Weise sind also die Gesetze der doppelten 
Strahlenbrechung, in sofern sich diese auf die Richtung der 
gebrochenen Strahlen ^2j beziehen, übereinstimmend mit den- 
jenigen, die Fresnel aus seiner Theorie abgeleitet und der 
Erfahrung entsprechend gefunden hat^ streng mit Hülfe der 
Mechanik deducirt aus den anziehenden und abstossenden 
Kräften, welche, der Verschiebung und Zusammendrückung der 
Medien sich widersetzend, nur in sehr kleiner Entfernung 
wirksam sind. Diejenigen theoretischen Betrachtungen, welche 
Fresnel zu diesen Gesetzen geführt haben, werden immer als 
das Bewunderungswürdigste und Scharfsinnigste seines emi- 
nenten Genies dastehen; aber ich glaube nicht, dass sie die- 
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jenige Evidenz in sich tragen, dass jede strengere theoretische 
Untersuchung dadurch überflüssig geworden wäre. Ich sage: 
die Gesetze der doppelten Strahlenbrechung sind im Vorher- 
gehenden .aus den Gleichungen (I) abgeleitet; in der That, 
man darf nur die Lichtwellen als diejenigen der drei im 
Vorhergehenden gefundenen Wellen, in welche sich die ur- 
sprüngliche Wellenebene im allgemeinsten Falle immer theilt, 
definiren, deren Schwingungen parallel der Wellenebene sind; 
aus dem Gesetz der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten dieser 
ebenen Wellen lässt sich die Gestalt der Wellenfläche 22] ableiten, 
die entsteht, wenn von einem einzelnen Erschütterungspunkt 
sich nach allen Richtungen die Vibration fortpflanzt. Es 
ist dies ein Problem der Theorie der Enveloppen (Fresnel, 
Theorie der doppelten Strahlenbrechung), wie in § 1 gesagt 
ist. Die Kenntniss dieser Wellenfläche führt auf die Gesetze 
der Geschwindigkeit, womit die Strahlen, d. i. [450] Eadii 
vectores der Wellenfläche in verschiedenen Richtungen sich 
bewegen, die nicht identisch sind mit den Geschwindigkeiten, 
womit die Wellenebenen, die auf diesen Strahlen senkrecht 
stehen, sieh fortpflanzen würden. Aus den Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten der Strahlen in den verschiedenen Rich- 
tungen lassen sich die Richtungen derselben, sei es, dass sie 
von einem zweiten Medium reflectirt oder gebrochen werden, 
finden — in beiden Fällen zeigt die Theorie der Interferenzen, 
in Verbindung mit dem Huygens' ^chen Princip, dass die Rich- 
tung des reflectirten oder gebrochenen Strahls in irgend einem 
Punkt in einiger Entfernung von der reflectirenden oder 
brechenden Fläche diejenige Richtung ist, in welcher die 
vibrirenden Impulse zuerst nach , diesem Punkt hingebracht 
werden; die Bestimmung der Lage des reflectirten oder ge- 
brochenen Strahls ist also ein Problem der Theorie der 
Maxima und Minima. Die particulären Fälle, wo das Medium 
zu einem viergliedrigen Krystallsystem gehört, oder aus der 
Abtheilung der sechsgliedrigen oder der regulären Systeme ist, 
lassen sich aus demjenigen, was fttr den allgemeinen Fall der 
zwei-und-zweigliedrigen krystallinisehen Medien entwickelt ist, 
leicht ableiten, wenn man Rücksicht nimmt auf die Relationen, 
die zwischen den Constanten, nach § 2, für diese Fälle statt- 
finden. Es ergiebt sich hieraus das vollkommen gleiche Ver- 
halten in der Fortpflanzung der Wellen in den viergliedrigen 
und sechsgliedrigen Systemen, wie es auch die Erfahrung be- 
stätigt; es ergiebt sich ferner, dass die Fortpflanzung der 
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Wellen, und somit die Strahlenbrechung in den krystalllnischen 
Medien vom regulären Krystallsystem sich genau so verhält, 
wie in den unkrystallinischen Medien, gleichfalls congruent 
mit der Erfahrung. 

Die entwickelte Theorie erklärt nicht allein die Rich- 
tungen der doppelt gebrochenen oder doppelt reflectirten 
Strahlen ; sie zeigt auch ihr Verhalten in Hinsicht der Polari* 
sation. 

[451] Sie zeigt zuerst, dass in einem Medium, welches die 
Natur der festen Körper hat, d. h. welches nicht allein der 
Zusammendrückung widersteht, sondern auch der Verschiebung 
in sich, immer Wellenflächen erregt werden, in welchen die 
Theilchen parallel mit diesen Wellenflächen ihre Schwingungen 
machen, während aus den hydrodynamischen Gleichungen, 
welche auf die Voraussetzung der freien Verschiebbarkeit 
basirt sind, nur Schwingungen senkrecht auf den Wellenflächen 
sich ergeben. Dieses Resultat ist hervorzuheben, da grosse 
Zweifel von einem berühmten Mathematiker, sich stützend auf 
diese hydrodynamischen Gleichungen, erhoben wurden, als 
Fresnel zuerst, um das Verhalten des polarisirten Lichtes in 
den Interferenz-Erscheinungen zu erklären, die Definition einer 
Licht welle aufstellte: dass ihre Schwingungen parallel der 
Wellenfläche stattfänden. Die Existenz solcher Wellen in 
Medien von der Natur fester Körper hat aber auch derselbe 
grosse Mathematiker zuerst theoretisch bewiesen [Poisson^ 
Mem. de TAcad. T. X)»^). 

Um die im Vorhergehenden entwickelte Theorie in Hin- 
sicht der Polarisation der Wellen oder der Strahlen in vollkom- 
mener Uebereinstimmung mit den JBio^'schen Gesetzen für 
diese Erscheinung zu finden, muss man von der Polarisations- 
ebene die Definition geben: dass sie die durch den Strahl 
und durch die Richtung der Schwingungen gelegte 
Ebene sei; diese Definition vorausgesetzt, h^t in den optisch 
einaxigen Kystallen der nach dem Hauptschnitt polarisirte 
Strahl immer eine constante Geschwindigkeit, welches auch 
seine Neigung gegen die Axe ist 23); bei den optisch zweiaxigen 
Krystallen hat der in einem der drei Hauptschnitte sich be- 
wegende Strahl, dessen Polarisationsebene mit diesem Haupt- 
schnitt zusammenfällt, immer dieselbe Geschwindigkeit, welches 
auch seine Richtung in diesem Hauptschnitt sei. Die ^t(9^'sche 
Construetion für die Lage der Polarisationsebenen, wenn der 
Strahl nicht in einem der drei Hanptschnitte [452] liegt, lässt 
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sich aus der obigen Theorie ableiten (confr. Fresnel^ Theorie 
der doppelten Strahlenbrechnng). 

Aber mit dieser Definition der Polarisationsebene hört die 
Uebereinstimmnng der hier entwickelten Theorie mit der 
FresneT^QYiQTi Theorie auf. Bei Fresnel ist die Polari- 
sationsebene diejenige durch den Strahl gelegte Ebene, 
gegen welche die Richtung der Schwingungen senk> 
recht steht. Dieser Umstand ist nicht allein, weil er mit 
dem, was Fresnel gesagt hat, in Widerspruch steht, wichtig, 
er ist es auch in seinen Folgen. Die Fres7ieV^Q\iQ Definition 
der Polarisationsebene hat ihren Grund in seinem Theorem, 
wonach die Fortpflanzungsgeschwindigkeit aller ebenen Wellen- 
flächen, die eine Richtung gemeinschaftlich haben, dieselbe ist, 
wenn die Schwingungen nach dieser gemeinschaftlichen Rich- 
tung geschehen; oder die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer 
ebenen Wellenfläche ist nur von der Richtung der Schwin- 
gungen abhängig. Nach vorstehender Theorie muss die in 
der Wellenebene senkrecht gegen die Richtung der Schwingung 
stehende Linie immer dieselbe Richtung haben, wenn die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der Wellenebenen immer dieselbe 
sein soll; dies ist eine strenge Folgerung aus den der Theorie 
zu Grunde liegenden Gleichungen (I). Den theoretischen Be- 
weis, den Fresnel für sein Theorem gegeben hat, kann man, 
glaube ich, wenigstens nicht für vollkommen evident halten; 
der Beweis seines Theorems durch Erfahrung, worauf sich 
Fresnel bezieht (Theorie der doppelten Strahlenbrechung, 
Poggendorff^f^ KwEL2\&VL^ Bd.XXlII, S. 427), kann, glaube ich, 
mit demselben Recht für das Resultat unserer Theorie in An- 
spruch genommen werden. Es scheint nämlich durch directe 
Erfahrungen dieser directe Widerspruch nicht entschieden 
werden zu können, die Beobachtungen über die doppelte 
Strahlenbrechnng sind eben so gut übereinstimmend mit der 
hier entwickelten [453] Theorie als mit der -Fre^waf sehen 24). 
Aber Fresnel hat seine Definition von der Polarisationsebene 
den theoretischen Untersuchungen über Intensität des re- 
flectirten Lichtes, welches vor der Reflexion nach einer be- 
liebigen Richtung polarisirt war, zum Grunde gelegt [Fresnelj 
über das Gesetz der Modification etc., Poggend, Annalen, 
Bd. XXII, p. 90); die Formeln für die reflectirten Licht- 
mengen und für die Drehungen, welche die ursprünglichen 
Polarisationsebenen durch Reflexion erleiden, sind durch viel- 
fache spätere Erfahrungen (Brewster\ Poggend, Ann. Bd. XIX; 
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und Seebecky ebendaselbst, Bd. XXII) bestätigt, so dass ihre 
Richtigkeit als durch die Erfahrung erwiesen betrachtet wer- 
den kann. Für die theoretischen Betrachtungen aber, welche 
zu diesen Formeln geführt haben, ist es nicht mehr gleich- 
gültig, welche der beiden in Rede stehenden Definitionen von 
der Polarisationsebene man annimmt; diese theoretischen Be- 
trachtungen gründen sich wesentlich auf die FresneV^^<^ 
Definition. Man muss annehmen, entweder, dass eine strenge 
theoretische Untersuchung der Gesetze über die Quantität des 
refiectirten Lichtes auf Grund der Gleichungen (I) zu den- 
selben Formeln führt, als diejenigen, welche Fresnel aus 
theoretischen Betrachtungen, die mit den Gleichungen (I) in 
Widerspruch stehen, abgeleitet hat, oder dass die Gleichungen 
(I) nicht die Theorie der Lichtundulationen enthalten, das 
heisst, dass diese Art von Undulationen nicht, oder nicht 
allein hervorgebracht werden von denjenigen Kräften der 
Elasticität, die sich durch die Veränderung der relativen Ent- 
fernung der Theilchen entwickeln. 

Unsere Theorie zeigt, dass im Allgemeinen, ausser den 
beiden polarisirten Wellenebenen, noch eine dritte erregt wird, 
welche nur unter besonderen Bedingungen der ursprünglichen 
Verrückungen oder der ursprünglich erregten Geschwindig- 
keiten verschwinden kann, nämlich wenn diese von der Art 
sind, dass dadurch keine Verdichtung [454] oder Verdünnung 
des Mediums hervorgebracht ist. Die beiden Klassen von 
Wellen unterscheiden sich nämlich ausser der Richtung, in 
welchen ihre Theilchen schwingen, noch darin, dass für die 
erstereu, die polarisirten, immer 

hx Isy hz 

ist^^), d. j., dass in ihnen keine Verdichtung und Verdünnung 
des Mediums stattfindet, nur Verschiebung des Mediums in 
sich; wogegen in der dritten Welle dieser Ausdruck einen 
endlichen, der Geschwindigkeit nahe proportionalen Werth hat, 
wenn nicht im anfänglich erregten Zustand derselbe = 
war, d. h. die Verrückung und die Geschwindigkeit von der 
Art, dass ihre Componente senkrecht auf der Wellenebene 
= war^ö). 

Wenn obige Theorie der Natur entsprechend ist, so muss 
man annehmen, dass dieses dritte Wellensystem, wenn es 
nicht als Licht wahrgenommen werden kann, sich auf irgend 

3* 
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eine andere Weise, als vorhanden, wird wabmehmen lassen, 
sei es als strahlende Wärme, oder chemisch wirkend, oder 
als irgend ein anderes Agens. Wenn die Gesetze* der Re- 
flexion, d. h. die Modification, welche die Richtungen und 
Intensitäten der Schwingungen dadurch erleiden, aus obiger 
Theorie werden abgeleitet sein, werden sich die ein- 
fachsten Wege, dieses dritte Wellensystem aufzusuchen, an- 
geben lassen. 



Anmerkungen. 



Franz Ernst Neumann j am 1 1 . September 1 7 9 8 zu Joachims- 
thal in der Uckermark als Sohn eines Landmanns geboren, 
wnrde von seinem neunten Jahre an in Berlin erzogen und 
besuchte dort das Werder'sche Gymnasium. Er verliess, noch 
nicht 17 Jahre alt, dasselbe, um, von gltlhendem Patriotismus 
getrieben, an dem Feldzuge des Jahres 1815 als freiwilliger 
Jäger theilzunehmen. In der Schlacht bei Ligny schwer ver- 
wundet, kehrte er nach längerem Siechthum in die Heimath 
und auf das Gymnasium zurück, stndirte dann von 1817 bis 
1819 in Berlin und Jena Theologie, wandte sich aber 1819 
unter dem Einfluss von'JVeiss in Berlin dem Studium der 
Mineralogie zu; daneben trieb er privatim Mathematik und 
Physik. Die Durchführung dieser Studien, zu denen ihn 
seine Neigung gezogen hatte, war ihm nicht leicht, da er von 
allen Mitteln entblösst war und sein Leben nur aufs kümmer- 
lichste fristen konnte; doch mit bewundernswerther Energie 
überwand er alle Hindernisse. Bald lenkten seine neue Pro- 
jectionsmethode der Krystalle (1823) und seine Untersuchungen 
über das Zonengesetz (1826) die Aufmerksamkeit weiterer 
Kreise auf ihn. Er siedelte im Herbst 1826 als Docent nach 
Königsberg i. Pr. über, wurde dort 1828 ausserordentlicher, 
1829 ordentlicher Professor der Mineralogie und später auch 
der Physik. In letzterer Stellung blieb er bis zum Jahre 1876, 
wo er von der Verpflichtung zum Halten von Vorlesungen 
entbunden wurde. Er starb am 23. Mai 1895 zu Königsberg, 
fast 97 Jahre alt. 

Neumann's erste wissenschaftliche Leistungen lagen auf 
dem Gebiete der geometrischen Krystallographie ; daneben 
suchte er die physikalischen Eigenschaften der Krystalle, ins- 
besondere ihr elastisches, optisches und thermisches Verhalten 
zu erforschen. Diese Studien bildeten den Ausgangspunkt 
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seiner epochemachenden Arbeiten auf dem Gebiete der theore- 
tischen Physik. Inabesondere sind es die theoretische Optik 
nnd die Elektrodynamik (vgl. Heft 10 und 36 der Klassiker), 
an deren Ausbildung und Erweiterung er in hervorragendem 
Maasse theilgenommen hat. Daneben verdanken ihm andere 
Theile der Physik , namentlich die Lehre von der Elasti- 
cität und Capillarität sowie die Wärmelehre und die Theorie 
des Magnetismus, erhebliche Bereicherungen in theoretischer 
und experimenteller Hinsicht. Auch in der reinen Mathematik 
war er thätig; 1826 veröffentlichte er in der Isis eine geo- 
metrische Abhandlung, später hat er in verschiedenen Auf- 
sätzen die Theorie der Eugelfuoctionen wesentlich gefördert. 
Aber nicht nur durch seine Arbeiten hat er der Wissenschaft 
gedient, auch als Lehrer hat er ganz Hervorragendes geleistet. 
Seine alle Theile der theoretischen Physik umfassenden Vor- 
lesungen, die ersten und lange Zeit die einzigen ihrer Art, 
wenigstens in Deutschland, haben ihm mehr als drei Jahrzehnte 
lang zahlreiche Schüler zum Theil aus weiter Feme zugeführt, 
und in seiner Schule ist eine Beihe bedeutender Physiker und 
Mathematiker vorgebildet. 



Die hier abgedruckte Arbeit ist die erste, welche Neu- 
mann auf dem Gebiete der theoretischen Physik veröffent- 
licht hat; sie war neben den gleichzeitigen Arbeiten Gauchy% 
von der grössten Bedeutung für die Entwickelung der Optik. 
Die Lichttheorie war um das Jahr 1820 durch Fresnel 
(1788—1827; seine gesammelten Werke sind 1866—1870 in 
drei Bänden zu Paris erschienen) in ganz neue Bahnen ge- 
lenkt. Durch den Nachweis, dass das Wesen des Lichtes in 
der Ausbreitung transversal schwingender Wellen zu suchen 
sei, hatte er die Emissionstheorie definitiv beseitigt und die 
Undulationstheorie auf eine feste, unanfechtbare Basis gestellt. 
Weiter hatte Fresnel die Doppelbrechung in Erystallen studirt 
und hier durch Induction gewisse Gesetze gefunden, für die 
er dann eine theoretische Ableitung zu geben suchte. Führte 
diese Theorie auch zu Resultaten, die völlig mit der Erfahrung 
in Uebereinstimmung waren, so lagen derselben doch gewisse 
Hypothesen zu Grunde, die einer strengeren Kritik gegenüber 
nicht als gerechtfertigt erscheinen konnten. Es blieb daher 
die Aufgabe zu lösen, die Gesetze der Doppelbrechung streng 
deductiv aus mechanischen Principien abzuleiten; und diese 
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Aufgabe ist von Neumann in der vorliegenden Arbeit gelöst. 
Gleichzeitig mit Neumann hatte Cauchy dieselbe Aufgabe in 
Angriff genommen , und er hatte die Resultate, zu denen er 
gelangt war, ohne Ableitung in den M^moires der Pariser 
Akademie, Band X. (der Band ist 1831 erschienen), veröffent- 
licht. Diese Resultate decken sich zum Theil mit denen 
Neumann' %. Das fährt Neumann selbst in folgender, seiner 
Abhandlung vorausgeschickten Bemerkung an: 

>Die in dieser Abhandlung enthaltenen theoretischen Resul- 
tate müssen auf Priorität resigniren, da ich in Tom. X der 
M^moir. de T Acad. ans einer Inhaltsangabe einer Abhandlung, 
welche Caitehy der Pariser Akademie vorgelegt hat, ersehen 
habe, dass in dieser Abhandlung, ausser anderen, dieselben Re- 
sultate bereits enthalten sind. Ich würde meine Abhandlung 
ganz unterdrückt haben, wenn ich nicht glaubte, dass die in ihr 
■ angewandte einfache, ich möchte sagen elementare Behandlung 
eines sehr schwierigen Problems auch dann noch von Interesse 
sein wird, wenn die ohne Zweifel eine viel gelehrtere und all- 
gemeinere Analyse desselben Problems enthaltende Abhandlung 
von Cauchy selbst im Druck erschienen sein wird.« 

Muss man hiernach auch Cauchy hinsichtlich eines Theils 
der Resultate die Priorität zugestehen, so ist doch hervorzu- 
heben, dass Neumann's Untersuchung einen durchaus selb- 
ständigen Charakter trägt und unabhängig von der Cauchy'^ 
entstanden ist. Cauchy geht, wie sich aus dem Theil seiner 
Rechnungen ergiebt, den er in Band Y seiner Exercices ver- 
öffentlicht hat, von viel complicirteren Grundgleichungen aus 
und hat zudem sein Hauptinteresse der mathematischen Seite 
der Frage zugewandt; während Neumann wesentlich die physi- 
kalische Seite des Problems ins Auge fasst und daher seine 
Rechnungen so elementar und einfach wie möglich zu ge- 
stalten sucht. Die grosse Eleganz und Klarheit der Darstellung 
verleiht Neumann^» Arbeit, abgesehen von der Bedeutung, 
die sie für die Entwickelung der Optik gehabt hat, einen 
hohen Werth. 

Neumann setzt die Eenntniss der FresnerBchen Gesetze 
der Doppelbrechung voraus; doch ist die Arbeit auch ohne 
vorheriges Studium von PresneT^ Abhandlungen verständlich, 
da das zum Verständniss Nothwendige überall angeführt ist. 

Der vorliegende Abdruck hält sich streng an das Original ; 
nur sind in der Schreibweise der Formeln geringe Aende- 
rnngen vorgenommen, so insbesondere in der Bezeichnung der 
partiellen Ableitungen. Femer ist die veraltete Schreibweise 
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eiaiger Wörter geändert (z. B. seyn in sein etc.). Endlich sind 
Druckfehler in verschiedenen Formeln verbessert. 



Specielle Noten zum Text. 

1) (S, 3.J lieber das Huyffens^&Ghe Princip und dessen 
Anwendung zur Erklärung der Spiegelung und Brechung der 
Lichtstrahlen vgl. Heft 20 der Klassiker. Eine verallge- 
meinerte Form hat Kirchhof diesem Princip gegeben (Monats- 
berichte der Berliner Akademie 1882). 

2) (S, 7,) Als durch Fresnel festgestellt war, dass das 
Wesen des Lichtes in transversalen Schwingungen bestehe^ 
kannte man von analogen Bewegungen nur die fester elasti- 
scher Körper. Es lag daher nahe, dem Lichtäther die cha- 
rakteristischen Eigenschaften solcher Körper beizulegen; und 
so wurden die Differentialgleichungen der Elasticität die Grund- 
lage ftlr die Erklärung der Lichterscheinungen. Die Berechti- 
gung dieser Hypothese ist von Neumann im Anfang des § 2 
(S. 6 des Textes) eingehend erörtert. Der Begründer dieser 
Anschauung war Fresnel^ der aber noch keine Theorie der 
Elasticität vorfand, an die er anknöpfen konnte. Erst Fres- 
neFs optische Untersuchungen gaben den Anstoss zum Ausbau 
der Elasticitätstheorie. Die Grundgleichungen dieser Theorie 
wurden, soweit es sich um unkrystallinische Medien handelte, 
zuerst im Jahre 1824 von Navier entwickelt (vgl. S. 6 des 
Textes). An Navier knüpft Neumann an und dehnt dessen 
Resultate auf solche krystallinische Medien aus, die in Bezug 
auf drei rechtwinklige Ebenen symmetrisch sind. Die Auf- 
stellung dieser elastischen Gleichungen für Krystalle ist eines 
der wesentlichsten Ergebnisse der vorliegenden Arbeit. Die 
Ableitung der Gleichungen theilt Neumann hier nicht mit, 
sondern verweist hinsichtlich derselben auf Navier und giebt 
nur an, wie Navier^s Betrachtungen zu modificiren sind. Zum 
vollen Verständniss des Folgendem erscheint es zweckmässig, 
den Weg, auf dem man zu den Gleichungen (I) gelangt, kurz 
zu skizziren. 

Man suche zunächst die Resultante der Kräfte, welche auf 
ein Theilchen 3f, das im Ruhezustand die Coordinaten x, y, z 
hat^ von den übrigen Theilchen ausgeübt werden. Ein 
zweites Theilchen M, habe im Ruhezustand die Coordinaten 
X -{- Q cos a, y + p cos J, z -\- q cos c, wo q die Entfernung 
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beider Theilchen, a^ J, c die Winkel bezeichnen, welche q mit den 
Axen bildet. Nachdem eine Verrticknng des Mediums eingetreten 
ist, seien die Coordinaten von M\ x -\- u, y + t?, « + w?, 
die von 3/,: :r + ^cosa + v,, y-f-^cosÄ+t*,, z-^q ao^c + Wf. 
Die Entfernung beider Theilchen, die vorher = q war, hat 
sich durch die Verrtickung um Jq geändert, und zwar ist 

1) Q + ^Q=^ 



V(^cosa+t/, — wp+(pcosÄ + <'/ — t?)2 + (^cosc4-w7, — w)^ , 

Für die Wirkung auf M kommen nur solche Theilchen M, 
in Betracht, die M sehr nahe liegen; |ür solche können die 
Grössen 

nur sehr kleine Grössen gegen q sein, da kein Zerreissen des 
Mediums eintreten soll. Man kann daher die Quadratwurzel 
in 1) nach Potenzen von Ju^ Jv^ Jw entwickeln und die 
Quadrate der letztgenannten Grössen vernachlässigen, wodurch 
man erhält: 

1') Jq = Ju . cos a + Jv . cos h + ^w . cos c . 

Die Kraft, welche M, auf M ausübt, ist nun 

MM,F.f[q)Jq, 

und da die Richtung dieser Kraft die der Verbindungslinie 
von M mit M^ ist, so ist die a:-Componente derselben: 

Um die a;-Componente il/A der auf M ausgeübten Gesammt- 
wirkung zu erhalten, ist über alle Theilchen M^ zu summiren. 
Dabei ist zu beachten, dass/(^) nur für sehr kleine q von 
Null verschieden, dass aber Jq klein gegen q ist. Man kann 
daher die Quadrate von Jq^ wie die Producte JuJq etc. 
gegen die ersten Potenzen dieser Grössen vernachlässigen und 
erhält mit Berücksichtigung von Tj : 

2) Mh.=M^MfQO%a[Ju.to^a-\-Jv.(^o^b+Jw,Qi0^c)f[q)F, 

Aus dem schon angeführten Grunde müssen nun e/, t?, w 
continuirliche Functionen des Ortes sein. Mithin ist u, die- 
selbe Function von ^ + ^ cos a , «/ + ^ cos 6 , 2; +' ^ cos c. 
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die u von x^ y^ z ist. Entwickelt man diese Function nach 
dem TayZor'schen Satze nach Potenzen der kleinen Grösse q^ 
so ergiebt sich: 

3) /3u^=^u, — w = pl cos« r h cos 0- V- cos c 7— I 

^ \ (sx ^y hzf 

O l dt/ d^2/ d'^2/ d'^t/ 

+ ^ (cos^a — ^ +cos2 J r— r- + cos^ct— 5-+ 2cosacos6 r--- 
2!\ ox^ oy^ hz^ ^xhy 

+ 2 cos a cos C r— r h 2 COS ^ COS C r— r— 1 + ■ • 

oxdz cyczf 

Den Ausdruck 3) untf die analogen für Jv, dw hat man in 2) 
einzusetzen, wobei man wegen der Kleinheit von q Glieder 
von der Ordnung q^ vernachlässigen kann. Weiter ist zu 

beachten , dass die Factoren r— , .... -t—k , . . . , die f ttr 

alle Mf denselben Werth haben , vor das Snmmenzeichen ge- 
stellt werden können, und dass von den Summen, mit denen 
die genannten Factoren multiplicirt sind, in Folge der Sym- 
metrie des Mediums in Bezug auf drei Ebenen, die parallel 
den Coordinatenebenen duröh das Theilchen M gelegt sind, 
diejenigen verschwinden, die ungerade Potenzen von cos a, 
cos ö, cos c enthalten, z. B. : 

^M, cos^a qf{q) F=0, ^ M, cos^a cos^ qf[q)F= , 

^M, cos3 a cos b q'^fiq) F= etc. 
Dadurch ergiebt sich, falls F die Dichtigkeit des Mediums ist: 



wo 



B = ^E^M, cos^a q'^f[q)F, 

5) A„ = ^E^M, cos^ö C032S q'^f[q)F, 

A = \E^M, cos^a cos^c q^f{q]F 
ist. 

Wirkt nun auf das Theilchen M eine äussere Kraft, deren 
iT-Componente = X ist, so ist zum Gleichgewicht erforderlich: 

MA + X = etc. 
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T)ie Gleichnngen der Bewegung werden also 

MA + X — M^-^^^-±-^==0 etc. 

Seiner Bedeutung nach ist aber x von t unabhängig. Nimmt 
man an, dass keine äusseren Kräfte wirken, so geht die 
letzte Gleichung, falls man noch durch das Volumen von M 
dividirt, in folgende über: 

6) ^S = ^A. 

eine Gleichung, die, wenn man für EA den Ausdruck 4) 
setzt, mit der ersten Gleichung (I) [S. 8 des Textes] identisch 
wird. Aehnlich ergeben sich die beiden andern Gleichungen (I). 
Es bleibt noch übrig, die Ausdrücke 5) umzuformen. Dazu 
denke man sich um einen Punkt des Theilchens M eine 
^ugel mit dem Radius 1 beschrieben, nenne dm ein Ober- 
:flächenelement derselben und summire zunächst über alle M, 
innerhalb des über dm liegenden, bis sum Eugelmittelpunkte 
reichenden Kegels, d. h. über alle Mfy welche dieselben 
Werthe von a, 6, c besitzen, hinterher über alle Elemente dm, 
d. h. hinterher integrire man über die Kugelfläche. Bezeichnet 
man die für festgehaltene Werthe von a, b^ c gebildete Summe 

mit pdmj so gehen die Ausdrücke 5] unmittelbar in die ent- 
sprechenden Ausdrücke (11) [Seite 9 des Textes] über. — 
Darin, dass der Factor j9 als von a, ö, c unabhängig angenommen 
ist, liegt keine Einschränkung der Allgemeinheit. Denn man 
braucht den etwa von a, b, c abhängigen Theil von /'ja 
nur mit der Function F vereinigt denken. — Für unkrystal- 
linische Medien ist F constant; man kann daher die Inte- 
gration über die Kugelfläche ausführen und erhält die S. 9 
unter 1) angegebenen Resultate. — 

Gegen Navier's Ableitung der Gleichungen der Elasticität 
lassen sich verschiedene Bedenken geltend machen. Die der 
Theorie zu Grunde liegende Annahme, dass die Wirkung 
zweier Theilchen auf einander der Aenderung ihrer Entfernung 
proportional ist, ist willkürlich und ihre Zulässigkeit zweifel- 
haft. Ferner führt diese Theorie nicht zur Kenntniss der 
Bedingungen, welche an der Grenze zweier elastischen Medien 
zu erfüllen sind. Von diesen Bedenken ist die Ableitung frei. 



44 Anmerkungen. 

die Poisson von jenen Gleichungen zunächst für unkrystalll- 
nische Medien gegeben (M^m. de TAcad. de Paris, T. VIII; 
Journal de r£cole polyt. , Cah. 20, 1831) und später auf 
Krystalle übertragen hat, ebenso die Ableitung von Cauchy 
(Exercices de Math. T. lU, IV, 1828, 1829). Dass sich 
Neumann an Navier angeschlossen hat, hat darin seinen 
Grund, dass Navier der erste war, der die in Rede stehenden 
Gleichungen aufgestellt hat, dass ferner der von Navier ein- 
geschlagene Weg am einfachsten zum Ziele führt, und dass 
endlich für das hier zu behandelnde Problem die Grenz- 
gleichungen nicht gebraucht werden. — lieber andere Be- 
gründungen der Elasticitätstheorie vgl. Neumann's Vorlesungen 
über diese Theorie, herausgegeben von O. JE. Meyer, Leipzig 
1885, wie auch Kirchhoff'^ Mechanik. 

3) (S, 8.) Der Aufsatz, auf den Neumann hier verweist, 
ist in Poggendorff^ Annalen Band 31 veröflfentlicht (»lieber 
das Elasticitätsmaass krystallinischer Substanzen etc.«). lieber 
die Doppelbrechung des Lichtes in comprimirten unkrystalii- 
nischen Substanzen hat Neumann eine grössere Abhandlung 
in den Abhandlungen der Berliner. Akademie 1841 publicirt. 

4) (S, 10.) Die hier angeführten Formeln ergeben sich 
folgenderma^ssen. Eine beliebige Linie / bilde mit den recht- 
winkligen Axen a, ß, y die Winkel a, 6, c; die Linie «, 
bildet mit denselben Axen die Winkel 60°, 30°, 90° Daher 
gilt für den Winkel a, zwischen / und er, die Gleichung: 

cos üf = cos 60 . cos a + cos 30 cos b + cos 90 . cos c , 
d^ h.: 

cos or, =^ ^ cos a + ^V 3 cos h . 
Ebenso ist 

cos a„ = — ^ cos a + |^ V3 cos h , 

und durch Addition und Subtraction folgen hieraus sofort die 
Gleichungen des Textes. — 

Seine Untersuchungen über die Form der Elasticitäts- 
gleichungen für hemiödrische Krystalle hat Neumann nicht 
veröffentlicht; doch hat er das Problem der Lichtbewegung 
in solchen in seinen Vorlesungen behandelt, z. B. im Winter 
1864—1865. 

5) {S. 11.) Zwischen den beiden Gleichungen des Textes 
stehen im Original noch die Gleichungen x ^= aq, y = ßQ, 
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z =1 yq. Diese sind hier fortgelassen j da sie nicht für 
beliebige Pankte der Ebene gelten, wie die Gleichnng 
q z=: ax '\- ßy + yz, 

6) {S, 12,) Streng genommen, fehlt hier der Nachweis, 
dass die cubiscbe Gleichung (V) für m^ stets drei positive 
Wnrzeln hat. Dass dem so ist, ergeben die folgenden Be- 
trachtangen [vgl. Anmerkung 9)]. — 

In den Gleichungen (VI) fehlen im Original die Indices an 
den Bachstaben iV, P, 

7) (S. 13,) In den Zeilen 5 and 6 haben v, und co, den- 
selben Werth, da sie nur von m^' abhängen. Dem Factor M, 
könnte man in beiden Keihen verschiedene Werthe beilegen; 
indessen ist das nicht erforderlich, da M, in beiden Reihen 
mit verschiedenen willkürlichen Functionen multiplicirt ist. 

8) (S. 18 u. 27.) Es wäre vielleicht zweckmässig gewesen, 
die in den Gleichungen (e) auftretenden Maximal-, resp. Minimal- 
werthe von R (d. h. die Axen des Ellipsoids) von beliebigen 
Werthen von R auch in der Bezeichnung zu unterscheiden. 

Eine ähnliche Unterscheidung in der Bezeichnung wäre 
auch 8. 27 zweckmässig. 

9) (S, 19.) Die gesperrt gedruckten Zeilen geben nur 
einen Theil des vorher abgeleiteten Resultats wieder. Hinzu- 
zufügen ist, dass jede der Halbaxen des Ellipsoids zugleich 
den reciproken Werth der Fortpflanzungsgeschwindigkeit für 
diejenige Welle darstellt, in der die Bewegung der Theilchen 
dieser Axe parallel erfolgt. Das Ellipsoid (XIV), dessen 
Hauptaxen allein von den Elasticitätsconstanten des Mediums 
sowie von der Lage der ursprünglichen Erschütterungsebene 
abhängen, führt den Namen » Fortpflanzungsellipsoid a. 

Dass die Fläche (XIV) wirklich ein Ellipsoid ist, ergiebt 
sich folgen dermaassen. Ein beliebiger vom Mittelpunkte aus- 
gehender Radius r der Fläche habe die Richtungscosinus nt^ 
n, p, so ist: 

± = (i>a2 + j^^^ßi + Ay'^)m'' + (A«2 + Cß'^ + Äy^)n2 



yi. 



+ ^A,ßyix)f. 

Führt man für A, A,, A„, B, C, D ihre Werthe aus den 
Gleichungen (II) • [S. 9] ein und vereinigt die Summe der Inte- 
grale zu einem Integral, so kann man in letzterem die zu 
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integrirende Function in eine Samme von Quadraten umformen 
und erhält: 

— z=zpjdm F' {{am cos^a + ßn cos^ä + yp cos2c)2 

4- [ßm + an)2 cos^a cos^Ä _|- [yj^ + ap)^ cos^a cos'^c 
+ ißp + yti]^ cos^b cos^c) . 

Hieraus folgt, dass, falls p und F positiv sind, — stets posi- 
tiv ist, d. h. dass alle vom Mittelpunkte ausgehenden Kadien 
die Fläche treffen. Fläche (XIV) kann mithin nur ein Ellip- 
soid sein. Weiter ergiebt sich, dass, da die Wurzeln der 
cubischen Gleichung (V) für m^ den reciproken Quadraten 
der Axen von (XIV) proportional sind, jene Gleichung stets 
drei positive reelle Wurzeln hat. 

10) (S. 19.) Um die Gleichung (XIV*) auf die Hauptaxen 
zu transformiren , führe man ein neues rechtwinkliges Axen- 
system ^, ly, ^ ein, dessen Axe | auf der Wellenebene senk- 
recht steht; dann ist 

^ = ax + ßy + yz^ a:^ + y^ + «2 _ ^2 ^ ^2 _^ f2^ 
also geht (XIV*) über in: 

\\]{8, 20 u. 33.) In der citirten Arbeit, die den Titel führt : 
9 Memoire sur la propagation du mouvement dans les milieux 
^lastiques«, wird zuerst die aligemeinste Schallbewegung in 
der Luft erörtert^ sodann werden die allgemeinen Lösungen 
der elastischen Gleichungen für unkrystallinische Medien auf- 
gesucht; dieselben ergeben sich zunächst in Form von sechs- 
fachen Integralen, die sich aber auf Doppelintegrale, resp. 
dreifache Integrale reduciren lassen. Aus diesen Ausdrücken 
folgt, dass aus einer beliebigen Erschütterung, die ursprüng- 
lich nur einen kleinen Raum einnahm, zwei Wellen entstehen^ 
eine longitudinale und eine transversale, deren Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten sich wie Y^\ 1 verhalten. — Poisson, der 
früher die Möglichkeit transversaler Schwingungen bestritten 
hatte, zeigt in jener Abhandlung also, dass das, was im Text 
für ebene Wellen bewiesen ist, allgemein gilt. 

12) [S. 21 u, ff.j Zu dem an dieser Stelle zum ersten Male 
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benutzten Ausdruck »Strahl« ist Folgendes zu bemerken. Bei 
der Fortpflanzung des Lichts in kryatallinischen Medien ist 
zwischen Wellennormale und Strahl, welche Begrifi^e bei un- 
krystallinischen Medien zusammenfallen , zu unterscheiden. 
Neumann hebt dies späterhin auch ausdrücklich hervor (cfr. 
S. 32 des Textes, wo der Begriff Strahl definirt ist). In der 
vorliegenden Arbeit ist eigentlich von Strahlen keine Rede, son- 
dern es handelt sich um Wellennormalen und deren Ge- 
schwindigkeit. Für die S. 21 betrachteten Wellen fallen aller- 
dings die Strahlen mit den Wellennormalen zusammen, nicht 
aber für die weiterhin (S. 22, 23, 31) besprochenen. 

13) (S, 21,) An dieser Stelle steht im Original irrthümlich 
a und a„ statt a,, und a. 

14) (S. 22.) Dass die Gleichung 1) die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der nach x polarisirten Welle darstellt, er- 
giebt sich aus der Gleichung (XIV) des Fortpflanzungsellipsoids. 
In dieser Gleichung verschwinden für a = die Producte xy 
und xz\ die Axe x fällt daher mit einer Hauptaxe des EUip- 
soids zusammen, und A^ß^^ •+- Ay^ ist das reciproke Quadrat 
dieser Hauptaxe , also nach S. 1 8 gleich dem Werthe von 
Em^ für die nach dieser Hauptaxe schwingende Welle. 

15) (S. 22, 23.) Das Zerfallen der Gleichung 2) in zwei 
Factoren kann man als Bedingung dafür bezeichnen, dass sich 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der beiden in 2) enthal-* 
tenen Wellen rational durch die Richtungscosinus der Wellen- 
normale ausdrückeu. Eine zweite Möglichkeit für jenes Zer- 
fallen würde A, = sein ; diese ist aber wegen der Be- 
deutung von A, ausgeschlossen. — Uebrigens sind in den 
beiden ersten Zeilen von Seite 23 wie in Gleichung 4) die 
Buchstaben B und C im Original irrthümlicher Weise ver- 
tauscht. 

Dass die Schwingungsrichtung der Welle mit constanter 

Geschwindigkeit im Hauptschnitt liegt, folgt sofort aus dem 

Satze. S. 18, 19, da die Welle, deren Geschwindigkeit durch 1) 

bestimmt ist, ihre Schwingungen parallel x ausführt. Es ist 

aber nicht ohne weiteres ersichtlich, welche von den beiden 

Wellen 3) und 4) eine transversale, welche eine longitudinale 

ist. Um das zu entscheiden, muss man zu den Gleichungen 

(IV) [S. 12] zurückgehen. Setzt man in diesen a = und 

Em^ = Afj so folgt aus der ersten Jf=0, während die 

N- 
beiden anderen mit Rücksicht auf (XV) denselben Werth von — 
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ergeben. Damit hat man unmittelbar die Richtungscosinns für 
die Schwingangsrichtung der in Rede stehenden Welle; ans 
diesen findet man den Winkel ^ zwischen der Schwingnngs- 
richtung und der Wellennormale, und zwar wird 



Sind, wie im Folgenden (§ 6) stets angenommen wird, C — A, 
und B — A, nur wenig von einander verschieden, so ist cos & 
nahe = Q, ^ nahe = 90^, d. h. die Schwingung ist nahezu 
transversal, ein Resultat, das mit dem allgemeinen, später in 
§ 8 abgeleiteten, übereinstimmt. 

16) (S. 23.) Zur Erläuterung des hier Gesagten ist hervor- 
zuheben, dass das Bestehen der Relationen (XV) and (XVI 
für sich allein noch nicht genügt, um aus (V) die Fr esneF »che 
Oonstruction herzuleiten, dass letzteres vielmehr nur gelingt, 
wenn man mit jenen Relationen die Gleichung (XVII) [S. 25] 
verbindet [(XVIII) ist eine Folge von {XV), (XVI), (XVII)]. 
Die Gleichungen (XV), (XVI), (XVII) können aber, wie eine 
genauore Untersuchung lehrt, nur dann gleichzeitig bestehen, 
wenn zwei der Grössen B^ (7, D und ebenso die entsprechen- 
den zwei der Grössen A, A,, A„ einander gleich sind, z. B. 
B= C und A = A„ (vgl. darüber den Aufsatz von Beltrami: 
»Sulla teoria delle onde« in den Rendiconti des Istitnto Lom- 
bardo, 1886). Diese Einschränkung vermeidet Neumann 
dadurch, dass er die Grössen B^ C, D und ebenso A^ A,, A„ 
als einander nahezu gleich annimmt, so dass man die Quadrate 
ihrer Differenzen vernachlääsigen kann. Bei einer solchen 
Vernachlässigung ergiebt sich (XVIIj als Folge von XV) und 
(XVI) , und die Einschränkung B = C etc. ist jetzt nicht 
erforderlich. Aus dem Gesagten geht hervor, dass die An- 
nahme, die Oonstanten Ä, C, D und ebenso -4, A,^ A„ seien 
einander nahezu gleich, für das Folgende wesentli.ch ist; 
nur durch Hinzufügnng der erwähnten Annahme zu den Re- 
lationen (XV) und (XVI) folgt aus (V) die Fresnet^(^\i^ Con- 
struction. 

17) (S. 24.) An Stelle der Buchstaben ß, tn, Tl, p des 
Textes stehen im Original lateinische Buchstaben. Die Aende- 
rnng erschien zweckmäs4g, um nicht verschiedene Grössen 
mit denselben Buchstaben zu bezeichnen. — Die Ausdrücke 
(B) erhält man leicht, wenn man dm, cos a, cos 6, cos c 
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darch sphärische Coordinaten ausdrückt und die Integration 
ausführt. 

18) (S, 25,) Die linken Seiten der Gleichungen 

A — A, = J„^ A„ — A = Vf ? ^f — ^ff = ^ 

haben im Original das entgegengesetzte Zeichen. Die Aende- 
rung war nöthig, um jene Gleichungen mit den Gleichungen 
(a) in Uebereinstimmung zu bringen. 

Um die Gleichung (b) aus den Gleichungen (aj abzuleiten, 
muss man nicht nur die Quadrate der Grössen ^, J^^ J„ 
vernachlässigen, sondern auch die Producte 

J^[c — d] = J,[0 —B — J] etc. 

Uebrigens mag bemerkt werden, dass es der Rechnungen 
auf S. 25 nicht bedurft hätte. Aus den Gleichungen (B) 
[S. 24] folgen unmittelbar die Gleichungen (XIX), und ebenso 
(XVII) und pCVIII), falls man die mit }^L und l^ multipli- 
cirten Glieder vernachlässigt. — Will man die Gleichungen 
(B) nicht benutzen, so lässt sich die Rechnung einfacher ge- 
stalten, wenn^ man C — B = ö, D — B = öf setzt, dann 
aus (XV) und (XVI) A^ A,^ A„ mit Vernachlässigung von 
J^, J,^ berechnet; dadurch erhält man zunächst die Gleichungen 
(XIX) und mit derselben Näherung (XVII) und (XVni). 

1 9) (S, 26.) Die erstln AusdiUcke für Jf , N, P ergeben 
sich direct aus (V), wenn man die Multiplicationen ausführt. 
Um weiter von der ersten Formel für M zur zweiten zu ge- 
langen, bedarf es keiner Annahme über die Constanten 
5, C, D etc. Dagegen folgt der zweite Werth von N aus 
dem ersten nur durch Benutzung der Relationen (XV) und 
(XVI), vermöge deren BC—^A,'^ = {B+C)A, etc. ist. — 
Um endlich von dem ersten Werthe von P zu dem zweiten 
zu gelangen, bedarf man neben den Relationen (XV) und (XVI) 
noch der Gleichungen (XVII) und (XVIII). Setzt man näm- 
lich in dem ersten Ausdruck für P: Da^=Da'^—Da'^(ß'^+y'^) 
etc., setzt femer für BC — 3A,^ seinen Werth aus (XV) etc. 
und reducirt, so kommt zunächst: 

P = (Da^ + Cß^ + By^UAA^a-^ + A,A,.ß'^ + AA,y^) 
+ a^ßY{SCD-^DA, [A+A„) - CA {A„+A) ^BA„{A-{-A,) 
— SDA,'^ — 3(7^2 _ ^BA„^ + \SAA,A„} . 

In dem Factor von a^ß'^y^ setze man noch nach (XV) 

0stwald*8 Elaesiker. 70. 4 






